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Luku 0
Johdanto
Tämä pro gradu -tutkielma käsittelee differentiaaligeometriassa keskeistä Gaussin-Bonnet’n
lausetta, joka on nimetty Carl Friedrich Gaussin ja Pierre Ossian Bonnet’n mukaan. Gaus-
sia pidetään yhtenä historian vaikutusvaltaisimmista matemaatikoista. Hänen mukaansa
nimettyjä tuloksia löytyy lukuisilta matematiikan aloilta, ja pelkästään tämän tutkielman
käsittelemistä matematiikan osista niitä löytyy jo puolen tusinaa. Bonnet tunnetaan pää-
asiassa työstään differentiaaligeometrian alalla, erityisesti Gaussin-Bonnet’n kaavasta ja
lauseesta, joissa hän yleisti Gaussin aiempia tuloksia. Hänen mukaansa on nimetty myös
Bonnet’n lause, joka määrää positiivisesti kaarevien monistojen topologian.
Lause liittää avaruuden geometrian ja topologian toisiinsa, hyödyntäen geometrisia ja
topologisia invariantteja, eli sopivissa muunnoksissa muuttumattomia suureita. Professori
John M. Lee pitää Gaussin-Bonnet’n lauseen ”lokaali-globaalia” tulosta yhtenä neljästä
perustavanlaatuisimmasta Riemannin geometrian tuloksesta. Muiksi kolmeksi hän lukee
Cartanin-Hadamardin lauseen, Bonnet’n lauseen ja Cartanin-Ambrosen-Hicksin lauseen.
Ensimmäisessä luvussa esitellään sileät monistot ja ensimmäisiä perustavanlaatuisia
askelia differentiaaligeometrian suuntaan. Aiheen geometrinen luonne ei pelkkien silei-
den monistojen tapauksessa nouse vielä ilmiselvästi esiin, vaikka tangenttivektorit ja -
avaruudet pystytäänkin jo määrittelemään. Siinä missä topologinen monisto yleistää eukli-
disen avaruuden ”hyvät” topologiset ominaisuudet, saadaan sileisiin monistoihin siirryt-
täessä käyttöön myös keinoja käsitellä suuntia sekä tehdä differentiaalilaskentaa. Perus-
määritelmien lisäksi käsitellään muita tärkeitä tuloksia, kuten differentiaalimuotoja ja
pintapuolisesti monistoilla integroimisen teoriaa.
Toisessa luvussa tartutaan varsinaiseen Riemannin geometriaan ja edetään sileistä mo-
nistoista Riemannin monistoihin. Vihdoin selkeämpi geometrisyys tulee esille, kun monis-
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toille määritelty Riemannin metriikka mahdollistaa etäisyyksistä ja kaarevuudesta puhu-
misen. Konnektioiden avulla mahdollistetaan sileä siirtymä tangenttiavaruudesta toiseen
ja päästään käsiksi suunnistetun derivaatan yleistykseen kovarianttiin derivaattaan sekä
euklidisen avaruuden suoran viivan yleistyksiin geodeeseihin. Tämän koneiston avulla pys-
tytään määrittelemään monta eri tilanteisiin sopivaa kaarevuuden käsitettä, joiden avulla
avaruuden muodosta saadaan tietoa.
Viimeisessä, kolmannessa, luvussa määritellään muutamia aiempiin aiheisiin kuulu-
mattomia Gaussin-Bonnet’n lauseen kannalta tarpeellisia käsitteitä. Tilan säästämiseksi
algebrallista topologiaa vaativat todistukset sivuutetaan. Lisäksi ”Umlaufsatzin” eli kier-
tokulmalauseen todistus sivuutetaan. Lopuksi todistetaan Gaussin-Bonnet’n kaava ja sen
avulla itse Gaussin-Bonnet’n lause. Gaussin-Bonnet’n lause on erittäin merkittävä tulos
mm. siksi, että se yhdistää niin erilaiset suureet toisiinsa: lokaalista geometriasta kum-
puavan Gaussin kaarevuden ja Eulerin karakteristikan, joka on globaali topologinen in-
variantti.
Gaussin-Bonnet’n lause toimii vain 2-ulotteisten monistojen tapauksessa, mutta sil-
le on olemassa monia korkeampiulotteisia yleistyksiä. Näiden yleistysten avulla joitain
lauseen geometrisistä ja topologisista seurauksista saadaan hyödynnettyä muissakin mo-
nistoissa. Näitä edistyneempiä tuloksia ja muuta, esoteerisempaa, Riemannin geometriaa
ei tässä tutkielmassa käsitellä.
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Luku 1
Sileät monistot
1.1 Perusmääritelmiä
Jotta pääsemme käsiksi Riemannin monistoihin, joissa tutkielman päälausetta käsitellään,
on ensin annettava muutamia määritelmiä joihin perustaa jatko. Tämän osion määritel-
mät on pääasiassa poimittu teoksista [Vai], [Lee2] ja [Hol] mahdollisesti pienillä muutok-
silla niiden yhteensovittamiseksi.
Topologiseksi monistoksi kutsutaan topologista avaruutta M , jolla voidaan sanoa ole-
van monet euklidisen avaruuden Rn hyvistä ominaisuuksista, eli että se on Hausdorff, N2
ja lokaalisti homeomorfinen avaruuden Rn kanssa. Tarkemmin sanottuna:
Määritelmä 1.1. Topologinen avaruus M on n-monisto, n ∈ N, jos
i) M on Hausdorff, eli jokaisella x, y ∈M,x 6= y on olemassa ympäristöt Ux ja Vy siten,
että Ux ∩ Vy = ∅.
ii) M on N2 eli M :n topologialla on numeroituva kanta.
iii) Jokaisella x ∈M on ympäristö, joka on homeomorfinen jonkin avaruuden Rn avoimen
osajoukon kanssa.
Määritelmä 1.2. Olkoon M n-monisto. Avoimen joukon U ⊂ M ja kuvauksen ϕ : U →
Rn muodostamaa järjestettyä paria (U,ϕ) kutsutaan kartaksi, jos ϕ : U → ϕU ⊂ Rn on
homeomorfismi. Erityisesti koska U on avoin joukko ja ϕ on homeomorfismi, on ϕU avoin
joukko avaruudessa Rn.
Jos p ∈ U , niin sanotaan, että (U,ϕ) on kartta pisteessä p. Kun halutaan viitata kart-
takuvauksen eli koordinaattikuvauksen komponentteihin, merkitään kuvausta usein x ja
sen komponenttifunktioita merkitään xi, missä i ∈ {1, 2, ...n}. On huomionarvoista, että
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kukin komponenttikuvaus on reaaliarvoinen funktio xi : M → R.
Karttoja (U, x) ja (V, y) kutsutaan C∞-yhteensopiviksi, jos U ∩ V = ∅ tai joukkojen
leikkauksessa määritelty kuvaus z = y ◦ x−1|x(U ∩ V ) : x(U ∩ V ) → y(U ∩ V ) on C∞-
diffeomorfismi.
Määritelmä 1.3. Moniston M kartastoksi kutsutaan mitä tahansa kokoelmaa karttoja,
jotka peittävät koko moniston. Kartasto A on C∞-kartasto eli sileä kartasto, jos kaikki
sen kartat ovat keskenään C∞-yhteensopivia.
Sileää kartastoa A sanotaan maksimaaliseksi, jos jokainen sen kanssa yhteensopiva kartta
sisältyy siihen, eli ei ole olemassa aidosti suurempaa sileää kartastoa, johon A sisältyisi.
Määritelmä 1.4. Sileä monisto on pari (M,A), jossa M on topologinen monisto ja A
on moniston M sileä kartasto.
Määritelmä 1.5. Olkoon M ja N sileitä monistoja. Kuvaus f : M → N on sileä, jos
jokaisella kartalla (U, x) monistossaM ja jokaisella kartalla (V, y) monistossaN yhdistetty
kuvaus y ◦ f ◦ x−1 on sileä kuvaus. Kuvausta f sanotaan C∞-diffeomorfismiksi, jos f on
sileä ja sillä on sileä käänteiskuvaus f−1.
Määritelmä 1.6. Sileää monistoaM kutsutaan suunnistuvaksi, jos sillä on sellainen sileä
kartasto {(Ui, xi)}, että jokaisella indeksillä i ja j, joilla leikkaus Ui∩Uj = W on epätyhjä,
pätee että kuvauksen xj ◦ x−1i Jacobin determinantti on positiivinen jokaisessa pisteessä
q ∈ xiW . Tiiviimmin ilmaistuna
(1.7) det(xj ◦ x−1i )′(q) > 0, kaikilla q ∈ xiW.
1.2 Tangenttiavaruus ja –kimppu
Sileän moniston tangenttivektorit ovat yleistys avaruuden Rn tangenttivektoreille. Ne
määritellään derivaatioiden kautta. Tässä osiossa sivuutetut todistukset löytyvät kirjasta
[Lee2].
Määritelmä 1.8. Olkoon M sileä monisto ja olkoon piste p ∈ M . Lineaarinen kuvaus
X : C∞(M)→ R on derivaatio pisteessä p, jos se toteuttaa yhtälön
(1.9) X(fg) = f(p)Xg + g(p)Xf
kaikilla funktioilla f, g ∈ C∞(M).
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Määritelmä 1.10. Sileän moniston M pisteen p tangenttiavaruus on kokoelma joka
muodostuu kaikista C∞(M)-derivaatioista pisteessä p ja sitä merkitään TpM . Tämän
joukon alkioita kutsutaan tangenttivektoreiksi pisteessä p.
Lemma 1.11. (Tangenttivektorien ominaisuuksia) Olkoon M sileä monisto ja ol-
koon p ∈M ja X ∈ TpM . Tällöin pätee, että
(i) jos f on vakiofunktio, niin Xf = 0, ja
(ii) jos f(p) = g(p) = 0, niin X(fg) = 0.
Määritelmä 1.12. Olkoon Mm ja Nn sileitä monistoja ja olkoon f : M → N C∞(M)-
kuvaus. Tällöin funktiota f vastaavaksi tangenttikuvaukseksi (engl. pushforward) kutsu-
taan kuvausta f∗ : TpM → Tf(p)N , joka määritellään yhtälöllä
(1.13) (f∗X)(g) = X(g ◦ f).
Tangenttikuvaus kuvaa moniston M tangenttivektorit moniston N tangenttivektoreiksi.
Määritelmä 1.14. Tangenttiavaruuden kantavektoreiksi eli koordinaattivektoreiksi pis-
teessä p kutsutaan vektoreita
(
∂
∂xi
)
p
, jotka määritellään kaavalla
(1.15)
(
∂
∂xi
)
p
f = Di(f ◦ x−1)(x(p)), f ∈ C∞.
Lemma 1.16. (Tangenttikuvausten ominaisuuksia)
Olkoon f : M → N ja g : N → P sileitä kuvauksia ja olkoon p ∈M .
(i) f∗ : TpM → Tf(p)N on lineaarinen.
(ii) (g ◦ f)∗ = g∗ ◦ f∗ : TpM → Tg◦f(p)P.
(iii) (IdM)∗ = IdTpM : TpM → TpM.
(iv) Jos f on diffeomorfismi, niin f∗ : TpM → Tf(p)N on isomorfismi.
Määritelmä 1.17. Sileän moniston M tangenttikimppu TM on pistevieras yhdiste kaik-
kien moniston pisteiden tangenttiavaruuksista, toisin sanoen
(1.18) TM =
⊔
p∈M
TpM.
Tangenttikimpun alkioita ovat järjestetyt parit (p, v), missä p ∈M ja v ∈ TpM . Epämuo-
dollisemmin tangenttikimpun voi ajatella olevan avaruus, joka saadaan kiinnittämällä
yhteen kaikki moniston tangenttiavaruudet eli tavallaan keräämällä ne kimpuksi. Tan-
genttikimppuun liittyy luonnollinen projektiokuvaus pi : TM → M , joka kuvaa jokaisen
tangenttiavaruuden TpM vektorin pisteeksi p.
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Lemma 1.19. Olkoon M sileä n-monisto. Tangenttikimpulla TM on luonnollinen topo-
logia ja sileän 2n-moniston rakenne. Tämän rakenteen suhteen projektio pi : TM →M on
sileä.
Määritelmä 1.20. Olkoon M differentioituva n-monisto ja A ⊂ M . Vektorikentäksi
kutsutaan jatkuvaa kuvausta V : A→ TM , jolle pi ◦V = id. Vektorikenttä on siis jatkuva
kuvaus, joka liittää kuhunkin joukon A pisteeseen p tangenttivektorin V (p) = Vp ∈ TpM .
Tärkeimpiä vektorikenttiä ovat sileät vektorikentät, jotka ovat sileitä kuvauksia monistolta
M sen tangenttikimppuun TM .
Määritelmä 1.21. Olkoon Y : M → TM vektorikenttä ja (U, (xi)) sileä kartta monis-
tolla M . Tällöin vektorikentän Y arvo missä tahansa pisteessä p ∈ U voidaan ilmaista
(Einsteinin summaustapaa käyttäen) koordinaattivektorien avulla:
(1.22) Yp = Y i(p)
(
∂
∂xi
)
p
.
Tässä esiintyviä kuvauksia Y i : U → R kutsutaan vektorikentän Y komponenttifunktioiksi
annetun kartan suhteen.
1.3 Kotangenttiavaruus ja -kimppu
Määritelmä 1.23. OlkoonM sileä monisto ja p ∈M . Tangenttiavaruuden TpM duaalia,
eli kaikkien tangenttiavaruuden lineaarikuvausten kokoelmaa TpM∗ kutsutaan moniston
M kotangenttiavaruudeksi pisteessä p. Avaruuden TpM∗ alkioita kutsutaan kovektoreiksi
pisteessä p.
Määritelmä 1.24. Sileän moniston M kotangenttikimppu määritellään TM∗ on piste-
vieraana yhdisteenä kaikista moniston kotangenttiavaruuksista
(1.25) TM∗ =
⊔
p∈M
TpM
∗.
Kotangenttikimppuun liittyvä luonnollinen projektio on pi : TM∗ → M , joka kuvaa ko-
tangenttivektorin ω ∈ TpM∗ pisteeksi p ∈M .
Määritelmä 1.26. Kotangenttikimpun TM∗ sektioita, eli kuvauksia ω : M → TM∗,
joilla pi ◦ ω = id kutsutaan kovektorikentiksi tai differentiaali 1-muodoksi. Jos (U, xi) on
kartta niin kovektorikentän ω komponenttifunktiot määritellään yhtälöllä
(1.27) ωi(p) = ωp
(
∂
∂xi
)
p
.
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1.4 Tensorit
Olkoot V1, ...Vk ja W reaalisia vektoriavaruuksia. Kuvausta F : V1 × · · · × Vk → W
kutsutaan multilineaariseksi jos se on lineaarinen funktio jokaisen muuttujansa suhteen:
(1.28) F (v1, ..., avi + bv′i, ..., vk) = aF (v1, ..., vi, ..., vk) + bF (v1, ..., v′i, ..., vk)
kaikilla indekseillä i = 1, ..., k ja vakioilla a, b ∈ R.
Määritelmä 1.29. Olkoon V reaalinen ja äärellisulotteinen vektoriavaruus ja k ∈ N.
k-kovariantti tensori vektoriavaruudella V on multilineaarinen (k-lineaarinen) funktio:
(1.30) T : V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
k kpl
= V k → R.
Kaikkien vektoriavaruudella V määriteltyjen k-kovarianttien tensorien joukkoa merki-
tään T k(V ). Se on vektoriavaruus tavallisilla pisteittäisillä laskutoimituksilla.
Määritelmä 1.31. Olkoon M nyt sileä monisto. Sen k-kovariantti tensorikimppu määri-
tellään yhtälöllä
(1.32) T kM =
⊔
p∈M
T k(TpM).
Kovariantilla tensorikimpulla, kuten muillakin tensorikimpuilla, on luonnollinen sileä ra-
kenne, joten on mahdollista määritellä niiden sileitä sektioita. Kovariantin tensorikimpun
sileää sektiota nimitetään sileäksi kovariantiksi tensorikentäksi. k-kovarianttien sileiden
tensorikenttien joukkoa merkitään
T kM = {Avaruuden T kM sektiot} = {sileät k-kovariantit tensorikentät}.
Määritelmä 1.33. Olkoon V äärellisulotteinen reaalinen vektoriavaruus ja olkoon S ∈
T k(V ) ja T ∈ T l(V ). Määritellään kuvaus
(1.34) S ⊗ T : V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
k+l kpl
→ R
yhtälöllä
(1.35) S ⊗ T (v1, ..., vk+l) = S(v1, ..., vk)T (vk+1, ..., vk+l).
Sitä kutsutaan tensorien S ja T tensorituloksi, ja se on kovariantti (k + l)-tensori.
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Oletetaan että (U, x) on kartta ja σ k-kovariantti tensorikenttä U :ssa. Tällöin voimme
kirjoittaa Einsteinin summaustavan muistaen sektion σ muodossa
σ = σi1···ikdxi1 ⊗ · · · ⊗ dxik .
Funktioita σi1···ik kutsutaan σ:n komponenttifunktioiksi kartan (U, x) suhteen. Merkitään
kaikkien sileän moniston M k-kovarianttien tensorikenttien kokoelmaa T k(M).
Lemma 1.36. Olkoon M sileä monisto ja olkoon σ k-kovariantti tensorikenttä M:llä.
Silloin seuraavat ehdot ovat yhtäpitäviä
(a) σ ∈ T k(M).
(b) σ:n komponenttifunktiot ovat sileitä kaikkien karttojen suhteen.
(c) Jos X1, ..., Xk ovat sileitä vektorikenttiä jotka on määritelty millä tahansa avoimella
U ⊂M , niin silloin funktio
p 7→ σ(X1, ...Xk)p ∈ R
on sileä.
Todistus. Kirjassa [BiGo] propositio 3.2.1.
Määritelmä 1.37. k-kovariantin tensorin T vektoriavaruudella V sanotaan olevan sym-
metrinen, jos sen arvo ei muutu kun kahden argumentin paikat vaihdetaan keskenään:
T (X1, ..., Xi, ..., Xj, ..., Xk) = T (X1, ..., Xj, ..., Xi, ..., Xk)
kaikilla 1 ≤ i < j ≤ k.
Merkitään kaikkien symmetristen k-kovarianttien tensorien joukkoa vektoriavaruudella V
symbolilla Σk(V ). Se on selvästi vektoriavaruuden T k(V ) aliavaruus.
1.5 Differentiaalimuodot
Edellä esiteltiin symmetrisiä tensoreja. Tässä osiossa käsitellään alternoivia tensoreja, eli
tensoreja joiden arvot muuttavat merkkiä kun kaksi tensorin argumenttia vaihtaa paik-
kaansa. Syvemmin keskitymme alternoivien tensorien tärkeimpään sovellukseen, differen-
tiaalimuotoihin. Tarkemmin ilmaistuna ne ovat alternoivia kovariantteja tensorikenttiä.
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Määritelmä 1.38. Tensori T ∈ T k(M) on alternoiva, jos
T (X1, ..., Xi, ..., Xj, ..., Xk) = −T (X1, ..., Xj, ..., Xi, ..., Xk)
Alternoivien tensorien joukkoa merkitään Λk(M) = {T ∈ T k(M) : T on alternoiva} ja
joukon alkioita kutsutaan myös k-kovektoreiksi. Alternoivien k-kovarianttien tensorien
kimppua merkitään
ΛkM =
⊔
p∈M
Λk(TpM).
Määritelmä 1.39. Differentiaali k-muoto ω on mikä tahansa kimpun ΛkM sektio M →
ΛkM , p 7→ ωp ∈ Λk(TpM).
Määritelmä 1.40. Sileäksi differentiaali k-muodoksi kutsutaan tensorikimpun ΛkM silei-
tä sektioita. Näiden sileiden sektioiden muodostamaa vektoriavaruutta merkitään Ak(M).
Differentiaalimuotojen, ja yleisemmin alternoivien tensorien, hyödyntämiseksi on hyö-
dyllistä määritellä tulo-operaatio, joka liittää pariin alternoivia tensoreita uuden alternoi-
van tensorin, niiden tulon. Tätä tuloa kutsutaan kiilatuloksi tai ulkoiseksi tuloksi.
Määritelmä 1.41. Olkoon ω ∈ Λk(V ) ja η ∈ Λl(V ). Niiden välinen kiilatulo on alternoiva
(k + l)-tensori
(1.42) ω ∧ η = (k + l)!
k!l! Alt(ω ⊗ η).
Edellä Alt on alternoiva projektio, joka projisoi minkä tahansa tensorin vastaavaksi alter-
noivaksi tensoriksi. Se määritellään yhtälöllä
Alt T = 1
k!
∑
σ∈Sk
(sgn σ)(σT ),
missä sgn σ on permutaation σ etumerkki parillisuuden tai parittomuuden mukaisesti.
Lause 1.43. (Kiilatulon ominaisuuksia)
(a) Bilineaarisuus:
(aω + a′ω′) ∧ η = a(ω ∧ η) + a′(ω′ ∧ η),
η ∧ (aω + a′ω′) = a(η ∧ ω) + a′(η ∧ ω).
(b) Liitännäisyys:
ω ∧ (η ∧ ξ) = (ω ∧ η) ∧ ξ.
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(c) Antikommutatiivisuus: Jokaisella ω ∈ Λk(V ) ja η ∈ Λl(V ),
ω ∧ η = (−1)klη ∧ ω.
(d) Jos (1, ..., n) on mikä tahansa kanta avaruudelle V ∗ ja I = (i1, ..., ik) on mikä ta-
hansa multi-indeksi, niin
i1 ∧ · · · ∧ ik = I .
(e) Kaikilla kovektoreilla ω1, ...ωk ja vektoreilla X1, ...Xk,
ω1 ∧ · · · ∧ ωk(X1, ..., Xk) = det
(
ωj(Xi)
)
.
Todistus. Kirjassa [Lee2] propositio 12.8.
Ulkoinen derivaatta
Seuraava työkalu, jota tarvitsemme jatkossa differentiaalimuotojen integrointia ja erityi-
sesti Stokesin lausetta käsitellessämme, on ulkoinen derivaatta. Se on differentiaalioperaat-
tori, joka operoi sileillä differentiaalimuodoilla ja on eräällä tapaa yleistys reaaliarvoisen
funktion differentiaalista.
Lause 1.44. (Ulkoinen derivaatta) Jokaiselle sileälle monistolle M on määritelty yksikä-
sitteinen lineaarinen kuvaus d : Ak(M) → Ak+1(M) kullakin kokonaisluvulla k ≥ 0, joka
toteuttaa seuraavat ehdot:
(i) Jos f on sileä reaaliarvoinen kuvaus, toisin sanoen 0-muoto, on df funktion f dif-
ferentiaali määriteltynä tavanomaisesti
df(X) = Xf.
(ii) Jos ω ∈ Ak(M) ja η ∈ Al(M), niin
d(ω ∧ η) = dω ∧ η + (−1)kω ∧ dη.
(iii) d ◦ d = 0.
Todistus. Kirjassa [Lee2] lause 12.14.
Tällä operaattorilla on myös seuraavat ominaisuudet:
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(a) Jokaisessa sileässä koordinaattikartassa d voidaan ilmaista yhtälöllä
d
( ′∑
J
ωJdx
J
)
=
′∑
J
dωJ ∧ dxJ .
(b) d on lokaali: jos ω = ω′ avoimella joukolla A ⊂M , niin tällöin dω = dω′ joukolla U .
(c) d kommutoi rajoittuman kanssa: jos U ⊂M on mikä tahansa avoin joukko, niin
d(ω|U) = (dω)|U .
Todistus. Sivuutetaan pitkänä.
Differentiaalimuotojen integrointi
Differentiaalimuotoja tarvitaan Gaussin-Bonnet’n lauseen yhteydessä mahdollistamaan
integrointi monistoilla. Kovinkaan syvällinen tarkastelu ei ole tarpeen, mutta aivan ilman
mainintaa ei integrointia voi ohittaa.
Määritelmä 1.45. Olkoon U ⊂M avoin joukko ja olkoon ω differentiaalimuoto joka on
määritelty joukossa U . Tällöin differentiaalimuodon ω kantaja on joukko
supp ω = U ∩ {p ∈ U : ωp 6= 0}.
Jos differentiaalimuodon kantaja on kompakti joukko, kutsutaan differentiaalimuotoa
kompaktikantajaiseksi.
Jatkuva kompaktikantajainen differentiaali n-muoto avoimella joukolla U voidaan kirjoit-
taa muodossa
ω = u(x)dx1 ∧ · · · ∧ dxn, x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn,
missä u : U → R on jatkuva ja kompaktikantajainen funktio. Tällöin voidaan määritellä∫
U
ω =
∫
Rn
ω =
∫
Rn
u(x)dx.
Olkoon M suunnistettu sileä monisto ja olkoon ω jatkuva kompaktikantajainen differen-
tiaali n-muoto monistolla M. Olkoon U = {Uα} moniston M suunnistus ja {fi : i ∈ I}
suunnistukseen liittyvä ykkösen ositus. Määritellään differentiaalimuodon ω integraali ole-
maan ∫
M
ω =
∑
i∈I
∫
M
fiω.
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Määritelmä 1.46. Topologinen avaruusM on reunallinen topologinen n-monisto, josM
on Hausdorff, N2 ja jokaisella monistonM pisteellä on ympäristö, joka on homeomorfinen
jonkin ylemmän suljetun puoliavaruuden H¯n = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn : xn ≥ 0} avoimen
osajoukon kanssa.
Lause 1.47. (Stokesin lause) Olkoon M sileä, suunnistettu ja reunallinen n-monisto ja
olkoon ω kompaktikantajainen (n− 1)-differentiaalimuoto monistolla M . Silloin
(1.48)
∫
M
dω =
∫
∂M
ω,
missä monistolla ∂M on indusoitu suunnistus.
Todistus. Kirjassa [Lee2] lause 14.9.
13
Luku 2
Riemannin monistot
Tässä luvussa määrittelemme Riemannin metriikat ja muuta kaarevuuden käsittelyyn
tarvittavaa koneistoa. Määritelmien pääasiallisena lähteenä toimii [Lee1]. Ensimmäise-
nä määrittelemme Riemannin metriikan, joka antaa kunkin pisteen tangenttiavaruuteen
sisätulon, joka vaihtelee sileästi moniston pisteestä toiseen.
2.1 Riemannin metriikka
Määritelmä 2.1. Riemannin metriikka sileällä monistolla M on sileä 2-tensorikenttä
g ∈ T 2(M), joka on symmetrinen ja lisäksi positiividefiniitti jokaisessa moniston pisteessä.
Määritelmä 2.2. Riemannin monisto on pari (M, g), missä M on sileä monisto ja g on
Riemannin metriikka M :llä.
Riemannin metriikan määräämää sisätuloa merkitään 〈V,W 〉 := g(V,W ) kun V,W ∈
TpM . Tämä sisätulo määrittelee luonnollisesti jokaiseen tangenttiavaruuteen normin |V | =
〈V, V 〉1/2. Tämän avulla voimme edelleen määritellä kahden tangenttivektorin välisen kul-
man θ ∈ [0, pi] kaavalla cos θ = 〈V,W 〉/(|V ||W |). Eräissä erikoistapauksissa kulma saate-
taan määritellä toisin, mutta ellei toisin mainita, käytetään edellistä määritelmää. Vek-
toreita V ja W sanotaan ortogonaalisiksi jos niiden välinen kulma on pi/2 eli 〈V,W 〉 = 0.
Edelleen niitä kutsutaan ortonormaaleiksi jos ne ovat ortogonaaliset ja niiden normi on
yksi. Nämä käsitteet yleistyvät useampien vektorien jonolle, jolloin vektorien on oltava
pareittain ortogonaalisia.
Riemannin metriikka on usein hyödyllistä ilmaista komponenttiensa avulla. Tähän tar-
vitsemme lokaalin kehyksen (E1, ..., En) ja sen duaalin kokehyksen (ϕ1, ..., ϕn). Tällöin
metriikka voidaan kirjoittaa lokaalisti muotoon
g = gijϕi ⊗ ϕj.
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Kerroinmatriisin alkiot määritellään gij = 〈Ei, Ej〉 ja se on symmetrinen. Erityisesti g
voidaan koordinaattikehyksessä ilmaista muodossa
g = gijdxidxj
Tuttu esimerkki Riemannin metriikasta avaruudessa Rn on Euklidinen metriikka, joka
antaa jokaiseen tangenttiavaruuteen tavallisen pistetulon.
Lemma 2.3. Olkoon M suunnistuva n-ulotteinen monisto, jolle on annettu Rieman-
nin metriikka g. Tällöin on olemassa yksikäsitteinen n-muoto dV , joka toteuttaa ehdon
dV (E1, ..., En) = 1 kaikilla suunnistetuilla ortonormaaleilla tangenttiavaruuden TpM kan-
noilla. Tätä n-muotoa kutsutaan tilavuuselementiksi.
Todistus. Kirjassa [BiGo] sivulla 108.
Kaksiulotteisessa tapauksessa, joka on Gaussin-Bonnet’n lauseen kannalta oleellisin, tätä
n-muotoa merkitään usein dA ja kutsutaan pinta-alaelementiksi. Tämän muodon tekee
tärkeäksi se, että se mahdollistaa funktioiden integroimisen Riemannin monistolla.
2.2 Konnektiot
Tässä osiossa haluamme tuoda esille lisää työkaluja, joilla pääsemme käsiksi syvemmälle
yleisemmän Riemannin moniston geometriaan. Euklidisessa geometriassa suora on keskei-
nen käsite ja haluamme saada vastaavan objektin myös yleiseen Riemannin monistoon.
Suora on nimensä mukaisesti suora, eli se ei kaareudu, ja parametrisoituna polkuna aja-
tellen sen nopeus eli derivaatta on vakio ja kiihtyvyys eli toinen derivaatta on nolla. Täs-
sä osiossa pyrimme yleistämään nämä suoran karakterisoivat ominaisuudet, mikä vaatii
hieman työtä, sillä vaikka derivaatat onkin pisteittän määritelty tangenttiavaruudessa,
tarvitaan keino siirtyä sileästi tangenttiavaruudesta toiseen. Tätä kutsutaan konnektioksi
(engl. connection). Yleisesti konnektiot on määritelty vektorikimpulla, mutta tässä tar-
vitsemme tangenttikimpulla määriteltyä erikoistapausta eli lineaarista konnektiota.
Määritelmä 2.4. Lineaarinen konnektio monistolla M on kuvaus
∇ : T (M)× T (M)→ T (M),
jota merkitään (X, Y ) 7→ ∇XY ja joka täyttää seuraavat ehdot:
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(a) ∇XY on lineaarinen sileiden funktioiden C∞(M) yli X:n suhteen:
∇fX1+gX2Y = f∇X1Y + g∇X2Y kaikilla f, g ∈ C∞(M);
(b) ∇XY on lineaarinen reaalilukujen R yli Y :n suhteen:
∇X(aY1 + bY2) = a∇XY1 + b∇XY2 kaikilla a, b ∈ R;
(c) ∇ toteuttaa seuraavan tulosäännön:
∇X(fY ) = f∇XY + (Xf)Y kaikilla f ∈ C∞(M).
On huomionarvoista, että vaikka lineaarisen konnektion määritelmä muistuttaa hie-
man tensorikenttää ominaisuuksiltaan, ei se kuitenkaan ole tensorikenttä.
Kuten lähes kaikkien differentiaaligeometrian objektien kanssa, on myös lineaarista
konnektiota usein hyödyllistä tarkastella komponenttien kautta. Tätä varten otetaan käyt-
töön niin sanotut Christoffelin symbolit. Ne on nimetty Elwin Bruno Christoffelin (1829
– 1900) mukaan.
Määritelmä 2.5. Olkoon {Ei} lokaali kehys tangenttikimpulle TM joka on määritelty
avoimessa joukossa U ⊂ M . Millä tahansa indeksien i ja j valinnoilla voimme kirjoittaa
termin ∇EiEj muotoon
∇EiEj = ΓkijEk.
Tämä määrittelee n3 kappaletta funktioita Γkij, joita nimitetään konnektioon ∇ liit-
tyviksi Christoffelin symboleiksi tämän kehyksen suhteen. Jotta varmistuisimme niiden
käyttökelpoisuudesta, esitämme seuraavaksi lemman, joka näyttää että konnektio ∇ jou-
kolla U määräytyy täysin Christoffelin symboliensa kautta.
Lemma 2.6. Olkoon ∇ lineaarinen konnektio ja olkoot X, Y ∈ T (U) ilmaistuna lokaalin
kehyksen avulla ilmaistuina X = X iEi, Y = Y iEj. Tällöin
(2.7) ∇XY = (XY k +X iY jΓkij)Ek.
Todistus. Käytetään konnektion määritelmää ja lasketaan:
∇XY = ∇X(Y jEj)
= (XY j)Ej + Y j∇XiEiEj
= (XY j)Ej +X iY j∇EiEj
= XY jEj +X iY jΓkijEk.
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Kun viimeisessä nimeämme uudelleen ensimmäisen termin indeksin ja otamme termin Ek
yhteiseksi tekijäksi, niin saamme yhtälön (2.7). 
Lemma 2.8. Oletetaan että M on monisto, jonka peittämiseen riittää yksi kartta. On
olemassa bijektiivinen vastaavuus moniston M lineaaristen konnektioiden ja sen välillä,
kuinka monella tavalla n3 kappaletta sileitä funktioita {Γkij} voidaan valita monistolla M.
Tämän vastaavuuden antaa sääntö
(2.9) ∇XY = (X i∂iY k +X iY jΓkij)∂k.
Todistus. Huomataan, että (2.9) on ekvivalentti yhtälön (2.7) kanssa, kun Ei = ∂i on
koordinaattikehyksenä, joten jokaisella konnektiolla funktiot {Γkij}, Christoffelin symbo-
lit, toteuttavat yhtälön (2.9).
Toiseen suuntaan olettakaamme sileät funktiot {Γkij} annetuiksi ja että X ja Y ovat silei-
tä vektorikenttiä. ∇ on selvästi sileä kuvaus, joten täytyy tarkistaa, että se on lineaari-
nen C∞(M):n suhteen X:ssä ja lineaarinen R:n suhteen Y :ssä sekä toteuttaa tulosäännön.
Olkoon f, g ∈ C∞(M) ja X1, X2 ∈ T (M). Tällöin
∇fX1+gX2 = ((fX i1∂i + gX i2∂i)Y k + (fX i1 + gX i2)Y jΓkij)∂k
= (fX1Y k + gX2Y k + fX i1Y jΓkij + gX i2Y jΓkij)∂k
= (fX1Y k + fX i1Y jΓkij)∂k + (gX2Y k + gX i2Y jΓkij)∂k
= f(X1Y k +X i1Y jΓkij)∂k + g(X2Y k +X i2Y jΓkij)∂k
= f(X i1∂iY k +X i1Y jΓkij)∂k + g(X i2∂iY k +X i2Y jΓkij)∂k
= f∇X1Y + g∇X2Y.
Olkoon a, b ∈ R ja Y1, Y2 ∈ T (M). Tällöin
∇X(aY1 + bY2) = (X i∂i(aY k1 + bY k2 ) +X i(aY j1 + bY j2 )Γkij)∂k
= (aXY k1 + bXY k2 + aX iY
j
1 Γkij + bX iY
j
2 Γkij)∂k
= (aXY k1 + aX iY
j
1 Γkij)∂k + (bXY k2 + bX iY
j
2 Γkij)∂k
= a(XY k1 +X iY
j
1 Γkij)∂k + b(XY k2 +X iY
j
2 Γkij)∂k
= a(X i∂iY k1 +X iY
j
1 Γkij)∂k + b(X i∂iY k2 +X iY
j
2 Γkij)∂k
= a∇XY1 + b∇XY2.
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Olkoon siis nyt f ∈ C∞(M). Tällöin
∇X(fY ) = (X i∂i(fY k) +X i(fY j)Γkij)∂k
= (X(fY k) +X i(fY j)Γkij)∂k
= (fXY k + Y kXf +X i(fY j)Γkij)∂k
= (fXY k + fX iY jΓkij)∂k + Y kXf∂k
= (fX i∂iY k + fX iY jΓkij)∂k + (Xf)Y k∂k
= f(X i∂iY k +X iY jΓkij)∂k + (Xf)Y
= f∇XY + (Xf)Y,
joten konnektiolta vaaditut ehdot pätevät ja täten kaava (2.9) määrittelee konnektion. 
Lause 2.10. Jokaiselle Riemannin monistolle voidaan määritellä lineaarinen konnektio.
Todistus. Olkoon {Uα} moniston M peite, joka koostuu kartoista. Edellinen lemma antaa
meille kuhunkin karttaan Uα konnektion ∇α. Pyrkimyksenä olisi, että näistä irrallisista
konnektioista pystyttäisiin koostamaan konnektio koko monistolle. Lähdetään liikkeelle
valitsemalla kokoelmalle {Uα} ykkösen ositus {ϕα} ja tuotetaan sen avulla haluttu kon-
nektio, joka toteuttaa kaavan
(2.11) ∇XY =
∑
α
ϕα∇αXY.
Huomataan, että kaavan määräämä funktio on sileä ja toteuttaa konnektiolta vaadittavat
lineaarisuusehdot. Tulosäännön suhteen täytyy olla tarkkana, sillä konnektioiden lineaa-
rikombinaatio ei itsestäänselvästi toteuta tulosääntöä. Tarkistetaan tulosääntö. Olkoon
f ∈ C∞(M) ja X, Y ∈ T (M). Nyt
∇X(fY ) =
∑
α
ϕα∇αX(fY )
=
∑
α
ϕα((Xf)Y + f∇αXY )
= (Xf)Y + f
∑
α
ϕα∇αXY
= (Xf)Y + f∇XY.
Täten ∇ toteuttaa myös tulosäännön ja on siten etsitty konnektio. 
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2.3 Kovariantit derivaatat
Jotta pääsemme konnektioista geodeeseihin, meidän täytyy määritellä niin sanottu ko-
variantti derivaatta. Sen avulla saamme vastineen yksiulotteisen tapauksen toiselle deri-
vaatalle ja voimme puhua kiihtyvyyden käsitteestä. Kovariantti derivaatta on Riemannin
geometrian tarpeisiin “oikea” yleistys suunnatusta derivaatasta.
Määritelmä 2.12. Olkoon γ : I →M sileä käyrä, missä I on jokin väli. Käyrän γ nopeus
γ˙(t) kohdassa, tai ajassa, t ∈ I määritellään koordinaatistosta riippumattomasti push-
forwardina γ∗(d/dt). Tällöin se operoi funktioilla seuraavasti
(2.13) γ˙(t)f = d
dt
(f ◦ γ)(t).
Jos γ kirjoitetaan koordinaattiesityksenä γ(t) = (γ1(t), ..., γn(t)), niin
(2.14) γ˙(t) = γ˙i(t)∂i.
Määritelmä 2.15. Vektorikenttä pitkin käyrää γ : I →M on sileä kuvaus V : I → TM ,
jolla V (t) ∈ Tγ(t)M jokaisella t ∈ I. Merkitään kaikkien tällaisten vektorikenttien joukkoa
T (γ). Vektorikenttää V pitkin käyrää γ kutsutaan jatkettavaksi, jos on olemassa sellainen
vektorikenttä V˜ jossain käyrän γ kuvan ympäristössä, että jokaisella t ∈ I pätee V (t) =
V˜γ(t).
Seuraavaksi määrittelemme kovariantin derivaatan käsitteen, jonka takia alunperin mää-
rittelimme konnektiot ja saamme sopivan suunnatun derivaatan vektorikentälle pitkin
käyrää. Sen avulla pystymme myöhemmin määrittelemään geodeesit.
Lemma 2.16. Olkoon ∇ lineaarinen konnektio monistolla M. Jokaista sileää käyrää
γ : I →M kohti ∇ määrittelee yksikäsitteisen operaattorin
Dt : T (γ)→ T (γ),
joka toteuttaa seuraavat ominaisuudet:
(a) Lineaarisuus yli reaalilukujen R:
Dt(aV + bW ) = aDtV + bDtW kaikilla a, b ∈ R.
(b) Tulosääntö:
Dt(fV ) = f˙V + fDtV kaikilla f ∈ C∞(I).
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(c) Jos vektorikenttä V on jatkettava, niin jokaiselle vektorikentän V jatkeelle V˜ pätee
DtV (t) = ∇γ˙(t)V˜ .
Jokaisella V ∈ T (γ), objektia DtV kutsutaan vektorikentän V kovariantiksi derivaa-
taksi pitkin käyrää γ.
Todistus. Aloitetaan todistamalla operaattorin Dt yksikäsitteisyys. Oletetaan, että Dt on
edelliset ehdot täyttävä operaattori ja olkoon t0 ∈ I mielivaltainen. Funktion DtV arvo
riippuu vain vektorikentän V arvoista jollain välillä (t0 − ε, t0 + ε), missä ε > 0. Valitaan
koordinaatit lähellä pistettä γ(t0), jolloin V voidaan kirjoittaa muodossa
V (t) = V j(t)∂j
lähellä pistettä t0. Nyt käyttämällä operaattorin Dt ominaisuuksia ja sitä, että ∂j on
jatkettava,
DtV (t0) = V˙ j(t0)∂j + V j(t0)∇γ˙(t0)∂j
=
(
V˙ k(t0) + V j(t0)γ˙i(t0)Γkij(γ(t0))
)
∂k.(2.17)
Edellä käytettiin ensin operaattorin Dt tulosääntöä ja sitten konnektion ∇ ominaisuuksia.
Lopputuloksesta nähdään, että jos tällainen operaattori Dt on olemassa, se on yksikäsit-
teinen.
Käsitellään seuraavaksi olemassaolo. Jos γ(I) sisältyy kokonaan yhteen karttaan, voidaan
DtV määritellä yhtälöllä (2.17). Yleisessä tilanteessa, jossa kuvan γ(I) peittämiseen ta-
rivtaan monta karttaa, voidaan DtV määritellä yhtälöllä (2.17) kussakin kartassa erik-
seen. Muutoin voisi nousta ongelma, ovatko nämä eri kartoissa määritellyt operaattorit
karttojen leikkauksissa hyvinmääriteltyjä, mutta yksikäsitteisyystulos takaa, että nämä
saavat samat arvot. Tarkistetaan vielä ominaisuudet a)−c). Ominaisuus a) toteutuu, kun
a, b ∈ R, sillä:
Dt(aV + bW ) =
(
aV˙ k + bW˙ k + (aV + bW )j(t0)γ˙i(t0)Γkij(γ(t0))
)
∂k
=
(
aV˙ k + bW˙ k + aV j(t0)γ˙i(t0)Γkij(γ(t0)) + bW j(t0)γ˙i(t0)Γkij(γ(t0))
)
∂k
=
(
aV˙ j + aV j(t0)γ˙i(t0)Γkij(γ(t0)) + bW˙ k + bW j(t0)γ˙i(t0)Γkij(γ(t0))
)
∂k
= Dt(aV ) +Dt(bW ).
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Ominaisuuden b) tarkistamiseksi olkoon f ∈ C∞(I):
Dt(fV ) =
(
f˙V k + fV˙ k + fV j(t0)γ˙i(t0)Γkij(γ(t0))
)
∂k
= f˙V k∂k + f ∗
(
V˙ k(t0) + V j(t0)γ˙i(t0)Γkij(γ(t0))
)
∂k
= f˙V + fDtV.
Tarkistetaan vielä ominaisuus c). Olkoon nyt V˜ mikä tahansa vektorikentän V jatke:
DtV (t0) = V˙ j(t0)∂j + V j(t0)∇γ˙(t0)∂j
= ˙˜V j(γ(t0))∂j + V˜ j(γ(t0))∇γ˙(t0)∂j
= (V˜ ◦ γ)′(t0)∂j + V˜ j(γ(t0))∇γ˙(t0)∂j
= γ˙(t0)V˜ j∂j + V˜ j(γ(t0))∇γ˙(t0)∂j
= ∇γ˙(t0)(V˜ j∂j) = ∇γ˙(t0)V˜ .
Täten operaattori Dt on olemassa ja sillä on lemmassa luetellut ominaisuudet. 
2.4 Geodeesit
Geodeesi antaa meille määritelmän etäisyyden (lokaalisti) minimoivalle käyrälle. Esimerk-
kejä tällaisista käyristä ovat suora viiva tasossa ja isoympyrä pallon pinnalla.
Määritelmä 2.18. Olkoon M Riemannin monisto jossa on määritelty lineaarinen kon-
nektio ∇ ja olkoon γ käyrä monistossa M . Käyrän γ kiihtyvyys on vektorikenttä Dtγ˙
pitkin käyrää γ. Käyrää γ kutsutaan geodeesiksi jos sen kiihtyvyys konnektion ∇ suhteen
on nolla: Dtγ˙ ≡ 0.
Lause 2.19. (Geodeesien olemassaolo ja yksikäsitteisyys)
Olkoon M Riemannin monisto kuten määritelmässä (2.18). Jokaista p ∈ M , jokaista
V ∈ TpM ja jokaista t0 ∈ R kohti on olemassa avoin väli I ⊂ R, joka sisältää luvun t0
ja geodeesi γ : I →M , joka toteuttaa γ(to) = p, γ˙(t0) = V. Toisaalta mitkä tahansa kaksi
edelliset ehdot täyttävää geodeesia yhtyvät yhteisessä määrittelyjoukossaan.
Todistus. Valitaan koordinaatit xi jossakin pisteen p ympäristössä U . Yhtälön (2.17) mu-
kaan käyrä γ : I → U on geodeesi jos ja vain jos sen komponenttifunktiot
γ(t) = (x1(t), . . . , xn(t)) toteuttavat geodeesisen yhtälön
(2.20) x¨k(t) + x˙i(t)x˙j(t)Γkij(x(t)) = 0.
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Tämä on toisen kertaluvun tavallinen differentiaaliyhtälösysteemi funktioille xi. Yleisin
menetelmä korkeamman kertaluvun systeemin palauttamisessa ensimmäisen kertaluvun
systeemiksi on sijoittamalla uusiin muuttujiin zi = x˙i. Ensimmäisen kertaluvun systeemil-
le olemassaolo ja yksikäsitteisyys todistuvat helposti ensimmäisen kertaluvun tavallisten
differentiaaliyhtälöiden olemassaolo- ja yksikäsitteisyyslauseen (OY-lause) avulla. Sen no-
jalla jokaisella (p, V ) ∈ U×Rn on olemassa ε > 0 ja yksikäsitteinen ratkaisu ν : (t0−ε, t0+
ε) → U × Rn joka toteuttaa tämän systeemin alkuehdolla ν(t0) = (p, V ). Kirjoittamal-
la funktio ν komponenteittain on helppo tarkistaa, että funktio γ(t) = (x1(t), . . . , xn(t))
joukossa U toteuttaa olemassaoloväitteen.
Tarkastellaan seuraavaksi yksikäsitteisyysväitettä. Olkoot γ, σ : I → M kaksi eri geodee-
siä, jotka on määritelty avoimella välillä ja joilla γ(t0) = σ(t0) ja γ˙(t0) = σ˙(t0). Tavallisten
differentiaaliyhtälöiden OY-lauseen yksikäsitteisyyspuolen nojalla nämä geodeesit yhtyvät
jossakin pisteen t0 ympäristössä. Olkoon β supremum luvuista b, joilla nämä geodeesit
yhtyvät välillä [t0, b]. Jos β ∈ I, niin jatkuvuuden nojalla γ(β) = σ(β) ja γ˙(β) = σ˙(β) ja
lokaalia yksikäsitteisyyttä hyödyntämällä jossakin luvun β ympäristössä voidaan päätellä,
että ne yhtyvät hieman laajemmalla välillä, mikä on ristiriita. Vastaavanlaisella päätte-
lyllä toiseen suuntaan kohdasta t0 voimme todeta, että ne yhtyvät koko välillä I. 
Edellisen lauseen nojalla seuraa suoraan, että jokaista p ∈ M ja V ∈ TpM kohti on ole-
massa yksikäsitteinen maksimaalinen geodeesi, geodeesi jota ei voi laajentaa laajemmalle
välille. Tämä geodeesi toteuttaa ehdot γ : I →M jolle γ(0) = p ja γ˙(0) = V ja on määri-
telty jollain avoimella välillä I. Riittää, että I on unioni kaikista väleistä, joilla edelliset
ehdot täyttävä geodeesi on olemassa, ja voidaan huomata että nämä eri geodeesit yhtyvät
välien leikkauksissa.
2.5 Riemannin geodeesit
Edellisten lukujen tulokset konnektiosta ja geodeeseistä eivät vielä ottaneet mitään kantaa
moniston metriikkaan. Koska pyrimme tutkimaan Riemannin geometriaa ja kaarevuutta,
haluamme kytkeä edelliset käsitteet metriikkaan. Tämä tapahtuu löytämällä konnektio,
joka on luonnollisella tavalla yhteensopiva metriikan kanssa.
Määritelmä 2.21. Olkoon g Riemannin metriikka monistolla M . Lineaarinen konnektio
∇ on yhteensopiva metriikan g kanssa, jos se toteuttaa kaikilla vektorikentillä X, Y ja Z
tulosäännön
X〈Y, Z〉 = 〈∇XY, Z〉+ 〈Y,∇XZ〉.
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Konnektion yhteensopivuus metriikan kanssa on ensimmäinen askel kohti tätä luonnollis-
ta konnektiota. Pelkkä yhteensopivuus ei kuitenkaan riitä yksikäsitteisen konnektion löy-
tämiseen, vaan vaaditaan myös symmetrisyys. Lineaarinen konnektio ∇ on symmetrinen,
jos se toteuttaa yhtälön
∇XY −∇YX ≡ [X, Y ]
missä hakasulut merkitsevät vektorikenttien X ja Y Lien hakatuloa.
Lause 2.22. (Riemannin geometrian peruslause)
Olkoon (M, g) Riemannin monisto. On olemassa yksikäsitteinen lineaarinen konnektio ∇,
joka on yhteensopiva metriikan g kanssa ja symmetrinen.
Tätä konnektiota kutsutaan metriikan g Riemannin konnektioksi tai Levi-Civitan kon-
nektioksi.
Todistus. Todistetaan jälleen ensin yksikäsitteisyys. Oletetaan, että ∇ on lauseen omi-
naisuuksilla varustettu konnektio ja olkoot X, Y, Z ∈ T (M) mielivaltaisia vektorikent-
tiä. Tällöin kullakin vektorikenttien järjestyksellä pätee seuraavanmuotoiset yhteensopi-
vuusyhtälöt
X〈Y, Z〉 = 〈∇XY, Z〉+ 〈Y,∇XZ〉
Y 〈Z,X〉 = 〈∇YZ,X〉+ 〈Z,∇YX〉
Z〈X, Y 〉 = 〈∇ZX, Y 〉+ 〈X,∇ZY 〉.
Hyödyntämällä konnektion symmetrisyysehtoa kunkin yhtälön viimeiseen termiin voidaan
yhtälö kirjoittaa uudelleen muotoon
X〈Y, Z〉 = 〈∇XY, Z〉+ 〈Y, (∇ZX + [X,Z])〉
= 〈∇XY, Z〉+ 〈Y,∇ZX〉+ 〈Y, [X,Z]〉,
sillä ∇XZ ≡ ∇ZX + [X,Z]. Vastaavasti muista yhtälöistä saadaan
Y 〈Z,X〉 = 〈∇YZ,X〉+ 〈Z,∇XY 〉+ 〈Z, [Y,X]〉
Z〈X, Y 〉 = 〈∇ZX, Y 〉+ 〈X,∇YZ〉+ 〈X, [Z, Y ]〉.
Lisäämällä ensimmäiseen yhtälöön toinen ja vähentämällä kolmas saadaan aikaiseksi
X〈Y, Z〉+Y 〈Z,X〉 − Z〈X, Y 〉 =
2〈∇XY, Z〉+ 〈Y, [X,Z]〉+ 〈Z, [Y,X]〉 − 〈X, [Z, Y ]〉.
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Tästä voimme ratkaista yhtälön termin 〈∇XY, Z〉 suhteen jolloin saamme yhtälön, jonka
oikea puoli ei riipu enää konnektiosta
〈∇XY, Z〉 = 12(X〈Y, Z〉+ Y 〈Z,X〉 − Z〈X, Y 〉
− 〈Y, [X,Z]〉 − 〈Z, [Y,X]〉+ 〈X, [Z, Y ]〉).(2.23)
Mitä saamme näin tekemällä aikaiseksi? Vastaus on, yksikäsitteisyyden. Nimittäin jos
∇1 ja ∇2 ovat kaksi symmetristä ja metriikan g kanssa yhteensopivaa konnektiota, niin
välttämättä 〈∇1XY −∇2XY, Z〉 = 0 kaikilla X, Y, Z, koska edellisen yhtälön oikea puoli ei
riippunut konnektiosta. Tällöin oltava, että ∇1XY = ∇2XY kaikilla vektorikentillä X ja Y ,
joten ∇1 = ∇2.
Kuten on tapana, käytämme nyt yksikäsitteisyyttä ja yhtälöä (2.23) olemassaolon todis-
tamiseen. Koska yksikäsitteisyys takaa eri koordinaattiesitysten yhtenevyyden karttojen
leikkausalueilla, voidaan tarkastella yhtälöä (2.23) koordinaattien kautta. Olkoon (U, (xi))
kartta. Sijoitetaan nyt edellä mainittuun yhtälöön koordinaattivektorikentät. Koska nii-
den Lien hakatulo on nolla, saamme
(2.24) 〈∇∂i∂j, ∂l〉 =
1
2 (∂i〈∂j, ∂l〉+ ∂j〈∂l, ∂i〉+ ∂l〈∂i, ∂j〉) .
Palautetaan mieliin aiemmin esitetyt määritelmät metriikan kertoimille ja Christoffelin
symboleille:
gij = 〈∂i, ∂j〉, ∇∂i∂j = Γmij∂m.
Sijoittamalla nämä yhtälöön (2.23) se saa muodon
(2.25) Γmijgml =
1
2 (∂igjl + ∂jgil − ∂lgij) .
Kertomalla yhtälön molemmat puolet käänteismatriisilla glk saamme
(2.26) Γkij =
1
2g
lk (∂igjl + ∂jgil − ∂lgij) .
Tämä kaava määrää konnektion kussakin kartassa ja helposti huomataan että Γkij =
Γkji joten konnektio on symmetrinen. Metriikan kanssa yhteensopivuuden tarkastamiseen
riittää näyttää, että gij;k = 0, missä komponentti gij;k määritellään yhtälöllä
gij;k = ∂kgij − Γlkiglj − Γlkjgil.
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Käyttämällä yhtälöä (2.23) kahdesti saamme tuloksen
Γlkiglj + Γlkjgil =
1
2 (∂kgij + ∂igkj − ∂jgki) +
1
2 (∂kgij + ∂jgki − ∂igkj)
= ∂kgij
jonka komponenttiyhtälöön sijoittamalla näemme, että gij;k = 0. 
On huomionarvoista, että edellinen todistus antoi meille kaavan (2.26) Riemannin
konnektion Christoffelin symbolien laskemiseksi annetussa kartassa.
Geodeeseja, jotka on määritelty Riemannin konnektion suhteen kutsutaan Riemannin
geodeeseiksi.
2.6 Kaarevuus
Kaarevuutta voi pitää sen mittarina, paljonko avaruus poikkeaa tasaisesta tai litteäs-
tä. Teknisesti tämä tutkitaan yleisessä tapauksessa Riemannin kaarevuustensorin avulla.
Käsitellään kuitenkin ensin esimerkkinä muutama euklidinen erikoistapaus. Tason R2 ta-
pauksessa sileän polun tai käyrän γ kaarevuus määritellään kiihtyvyysvektorin normina
κ(t) = |γ¨t|. Geometrisesti tämän voi tulkita ottamalla käyrän pistettä γ(t) sivuavan ym-
pyrän σ, jolla on sivuamispisteessä sama kiihtyvyys. Toisin sanoen pätee, että σ¨t = γ¨t.
Tällöin κ(t) = 1/R, missä R on sivuavan ympyrän säde. Käyrän suunnistettu kaarevuus
κN määritellään kaavalla
κN(t) =
κ(t), jos γ¨t  Nt−κ(t), jos γ¨t  Nt,
missä Nt on normaalivektori kohdassa t. Jos käyrän sijasta tarkastelemme 2-ulotteista si-
leää pintaa avaruudessa R3, saadaan edellistä käsitettä vastaavia kaarevuuksia kaksi, pää-
kaarevuudet. Ne löydetään leikkaamalla pintaa kohtisuoralla tasolla jokaisessa pisteessä ja
määrittämällä muodostuvan leikkauskäyrän suunnistetut kaarevuudet. Kun on käyty läpi
kaikki tällaiset tasot, pääkaarevuudet κ1 ja κ2 ovat suurin ja pienin löydetty suunnistettu
kaarevuus.
Yleisessä Riemannin monistossa ei kuitenkaan voida näitä avaruudelle Rn ominaisia me-
netelmiä käyttää. Tällöin tarvitaan kaarevuustensorikenttää.
Määritelmä 2.27. Olkoon M Riemannin monisto ja ∇ Riemannin konnektio. Tämän
konnektion kaarevuustensorikenttä on kuvaus R : T (M)×T (M)×T (M)→ T (M), joka
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määritellään kaavalla
R(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z.
Lemma 2.28. Kaarevuustensorikenttä on
(
3
1
)
-tensorikenttä.
Todistus. Riittää todistaa, että R on multilineaarinen yli avaruuden C∞(M). Selvästi
se on lineaarinen reaalilukujen suhteen kussakin muuttujassa. Olkoon nyt f ∈ C∞(M).
Tällöin:
R(X, fY )Z = ∇X∇fYZ −∇fY∇XZ −∇[X,fY ]Z
= ∇X(f∇YZ)− f∇Y∇XZ −∇f [X,Y ]+(Xf)YZ
= (Xf)∇YZ + f∇X∇YZ − f∇Y∇XZ − f∇[X,Y ] − (Xf)∇YZ
= fR(X, Y )Z.
Konnektion lineaarisuusominaisuuksista seuraa suoraan, että myös summamuotoiset argu-
mentit muuttujassa Y toimivat, joten R on lineaarinen yli avaruuden C∞(M) muuttujassa
Y . Edellisestä yhtälöstä saamme myös lineaarisuuden muuttujassa X, koska ominaisuus
R(X, Y )Z) = −R(Y,X)Z seuraa suoraan R:n määritelmästä. Tarkastetaan lopuksi vielä
lineaarisuus muuttujassa Z. Olkoon edelleen f ∈ C∞(M). Tällöin:
R(X, Y )(fZ) = ∇X∇Y (fZ)−∇Y∇X(fZ)−∇[X,Y ](fZ)
= ∇X(f∇YZ + (Y f)Z)−∇Y (f∇XZ + (Xf)Z)− f∇[X,Y ]Z − ([X, Y ]f)Z
= f∇X∇YZ + (Xf)∇YZ + (Y f)∇XZ +X(Y f))Z
− f∇Y∇XZ − (Y f)∇XZ − (Xf)∇YZ − (Y (Xf))Z
− f∇[X,Y ]Z − (X(Y f))Z + (Y (Xf))Z
= f(∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z)
= fR(X, Y )Z.
Olkoon nyt Z,W ∈ T (M). Tällöin konnektion lineaarisuuden nojalla:
R(X, Y )(Z +W ) = ∇X∇Y (Z +W )−∇Y∇X(Z +W )−∇[X,Y ](Z +W )
= ∇X(∇YZ +∇YW )−∇Y (∇XZ +∇XW )− (∇[X,Y ]Z +∇[X,Y ]W )
= ∇X∇YZ +∇X∇YW −∇Y∇XZ −∇Y∇XW −∇[X,Y ]Z −∇[X,Y ]W
= R(X, Y )Z +R(X, Y )W.
Täten kuvaus R on osoitettu tensorikentäksi. 
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Kaarevuustensorikenttä voidaan ilmaista lokaaleissa koordinaateissa (xi) muodossa
R = Rlijkdxi ⊗ dxj ⊗ dxk ⊗ ∂l,
missä kertoimet Rlijk määritellään yhtälöllä
R(∂i, ∂j)∂k = Rijkl∂l.
Määritellään seuraavaksi Riemannin kaarevuustensori muokkaamalla kaarevuustensori-
kenttä
(
3
1
)
-tensorikentästä kovariantiksi 4-tensorikentäksi. Tämä tehdään käyttämällä Rie-
mannin metriikan antamaa sisätuloa seuraavasti
(2.29) Rm(X, Y, Z,W ) := 〈R(X, Y ),W 〉,
missä X, Y, Z,W ∈ T (M). Koordinaateissa se ilmaistaan
Rm = Rijkldxi ⊗ dxj ⊗ dxk ⊗ dxl,
missä kertoimet Rijkl saadaan yhtälöstä
Rijkl = glmRmijk.
Lause 2.30. (Kaarevuustensorin symmetriaominaisuudet)
Riemannin kaarevuustensorilla Rm on seuraavat symmetriaominaisuudet kaikilla vekto-
rikentillä W,X, Y ja Z:
(a) Rm(W,X, Y, Z) = −Rm(X,W, Y, Z).
(b) Rm(W,X, Y, Z) = −Rm(W,X,Z, Y ).
(c) Rm(W,X, Y, Z) = Rm(Y, Z,W,X).
(d) Rm(W,X, Y, Z) +Rm(X, Y,W,Z) +Rm(Y,W,X,Z) = 0.
Todistus. Kirjassa [Lee1] propositio 7.4.
Edellä esitetty kaarevuustensori on erittäin tärkeä moniston kaarevuuden tutkimisessa
ja kaikki syvällisemmät tulokset pohjautuvat siihen. Kaarevuustensori on kuitenkin 4-
tensorina kovin monimutkainen ja epäintuitiivinen käyttää. Tästä syystä on kehitetty
monia yksinkertaistuksia, joita käyttäessä osa kaarevuustiedosta menetetään, mutta osa
tiedosta säilyy ja tulee helppokäyttöisemmäksi. Tällaisia yksinkertaistuksia ovat muiden
muassa Riccin kaarevuus ja skalaarikaarevuus.
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Määritelmä 2.31. Moniston Riccin kaarevuus, merkitäänRc, on kovariantti 2-tensorikenttä,
joka määritellään kaavalla
Rij := Rkkij = gkmRkijm.
Määritelmä 2.32. Skalaarikaarevuus on funktio S, joka määritellään
S := Rii = gijRij.
2.7 Riemannin monistojen alimonistot
Tässä osiossa esitellään Riemannin alimonistojen teoriaa siinä määrin kuin on tarpeellista
Gaussin kaarevuuden ja muiden Gaussin-Bonnet’n lauseen muotoilussa ja todistuksessa
tarvittavien käsitteiden ja työkalujen esittelemiseksi.
Määritelmä 2.33. Olkoon (M˜, g˜) Riemannin m-monisto, M n-ulotteinen monisto ja
i : M → M˜ immersio, eli se on C∞-kuvaus ja sitä vastaava tangenttikuvaus
f∗p : TpM → Tf(p)M˜ on injektio kaikissa pisteissä p ∈ M . Jos monistolle M annetaan
indusoitu Riemannin metriikka g := i∗g˜, niin kuvausta i kutsutaan isometriseksi immer-
sioksi. Merkinnällä i∗ tarkoitetaan funktion ns. pullbackia, mutta tässä yhteydessä riit-
tää tulkita merkintä metriikan g˜ rajoittumaksi alimoniston M tangenttivektoreihin. Jos
i on injektio siten, että M on moniston M˜ alimonisto, niin moniston M sanotaan olevan
moniston M˜ Riemannin alimonisto. Kaikissa näissä tilanteissa ympäröivää monistoa M˜
kutsutaan ambientiksi monistoksi.
Määritelmä 2.34. Joukko
TM˜ |M :=
⊔
p∈M
TpM˜
on sileä vektorikimppu yli moniston M ja sitä kutsutaan ambientiksi tangenttikimpuksi.
Jokainen vektorikenttä monistolla M˜ pystytään rajoittamaan tämän kimpun sileäksi sek-
tioksi, eli alimoniston vektorikentäksi. Käänteisesti jokainen kimpun TM˜ |M sileä sektio
voidaan voidaan laajentaa vektorikimpun TM˜ sileäksi sektioksi. Teoksen [Lee1] käytän-
nön mukaisesti merkitään samalla kirjaimella sekä vektorikenttää tai funktiota monistolla
M että sen laajennusta monistolla M˜ .
Ambientti tangenttiavaruus TpM˜ voidaan pilkkoa jokaisessa pisteessä p ∈M ortogonaali-
seksi suoraksi summaksi TpM˜ = TpM ⊕NpM , missäNpM := (TpM)⊥ on normaaliavaruus
pisteessä p. Tämä tulkittuna avaruuden TpM˜ sisätulon g˜ suhteen.
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Määritelmä 2.35. Joukkoa
NM :=
⊔
p∈M
NpM˜
kutsutaan moniston M normaalikimpuksi.
Avaruuksien TM˜ |M ja NM sileiden sektioiden avaruuksia merkitään T (M˜ |M) ja N (M).
Projisoimalla ortogonaalisesti jokaisessa pisteessä p ∈ M aliavaruuksiin TpM ja NpM
saadaan kuvaukset, joita kutsutaan tangentiaali- ja normaaliprojektioiksi
pi> : TM˜ |M → TM
pi⊥ : TM˜ |M → NM.
Ortonormaalien kehysten kannalta nämä ovat tavalliset projektiot avaruuksiin
span(Ei, ..., En) ja span(En+1, ..., En+m), joten molemmat projektiot kuvaavat sileät sek-
tiot sileiksi sektioiksi. Sektioiden projektioille käytetään usein lyhennysmerkintöjä X⊥ :=
pi⊥X ja X> := pi>X.
Päästäksemme kunnolla vertailemaan kaarevuuden käsitteitä ambientin moniston M˜ ja
alimoniston M välillä, tarvitsemme keinon verrata niiden Riemannin konnektioita. Läh-
tökohtana tähän on ambientin tangenttikimpun TM˜ |M sektioiden pilkkominen tangentti-
ja ortogonaalikomponentteihinsa. Olkoon X ja Y vektorikenttiä monistolla M . Tällöin
ne voidaan jatkaa vektorikentiksi monistolla M˜ ja tämän jälkeen ottaa niiden ambientit
kovariantit derivaatat. Tällöin saamme hajotelman:
(2.36) ∇˜XY = (∇˜XY )⊥ + (∇˜XY )>.
Yhtälön vasen puoli on jo ennestään tuttu kovariantti derivaatta, mutta oikean puolen
tulkinta ei ole, vielä, itsestäänselvä. Oikean puolen kahdelle termille tarvitaan sopivat
tulkinnat. Tutkitaan ensin normaalikomponenttia. Määritellään moniston M toinen pe-
rusmuoto olemaan kuvaus II : T (M)× T (M)→ N (M), joka määritellään kaavalla
II(X, Y ) := (∇˜XY )⊥,
missä X ja Y on jatkettu mielivaltaisesti monistoon M˜ . Koska pi⊥ kuvaa sileät sektiot
sileiksi sektioiksi, on II(X, Y ) normaalikimpun NM sileä sektio. Nimen loppuosa ”muoto”
viittaa bilineaariseen muotoon, ei differentiaalimuotoon.
Lemma 2.37. Toinen perusmuoto on
(a) riippumaton sektioiden X ja Y jatkamistavasta
29
(b) bilineaarinen yli avaruuden C∞(M) ja
(c) symmetrinen X:n ja Y :n suhteen.
Todistus. Perustellaan ensin II:n symmetrisyys konnektion ∇˜ symmetrisyyden avulla.
Olkoon X ja Y mielivaltaisesti monistoon M jatkettuja sektioita. Tällöin
II(X, Y )− II(Y,X) = (∇˜XY − ∇˜YX)⊥ = [X, Y ]⊥.
Koska Xp ja Yp ovat monistonM tangenttivektoreita jokaisessa pisteessä p ∈M , on myös
niiden Lien hakatulo. Tällöin oltava että [X, Y ]⊥ = 0, joten II on symmetrinen. Kos-
ka ∇˜XY |p riippuu vain termistä Xp, on selvää että II(X, Y ) on riippumaton sektiolle X
valitusta jatkosta ja että II(X, Y ) on lineaarinen yli avaruuden C∞(M) muuttujassa X.
Symmetrian nojalla sama pätee muuttujalle Y. 
Vielä on selvitettävä termin (∇˜XY )> merkitys hajotelmassa. Seuraava lause perustelee,
miksi se onkin itseasiassa tuttu ∇XY , kovariantti derivaatta moniston luonnollisten Rie-
mannin konnektion suhteen. Tämän vuoksi voimme tulkita toisen perusmuodon mittaa-
van kuinka paljon moniston M sisäinen konnektio ja ympäröivän moniston M˜ konnektio
poikkeavat toisistaan.
Lause 2.38. (Gaussin kaava)
Jos X, Y ∈ M on jatkettu mielivaltaisesti vektorikentiksi monistolle M˜ , pätee seuraava
kaava monistossa M :
∇˜XY = ∇XY + II(X, Y ).
Todistus. Hajotelman (2.36) ja toisen perusmuodon määritelmän perusteella tiedämme,
että riittää näyttää että (∇˜XY )> = ∇XY kaikissa pisteissä p ∈M .
Määritellään kuvaus ∇> : T (M)× T (M)→ T (M) kaavalla
∇>XY := (∇˜XY )>,
missä X ja Y on laajennettu mielivaltaisesti monistoon M˜ . Kuvaus ∇>X on selvästi sileä
ja lineaarinen yli avaruuden C∞(M) muuttujassa X ja yli avaruuden R muuttujassa
Y , joten sen osoittaminen konnektioksi vaatii enää tulosäännön perustelemisen. Olkoon
f ∈ C∞(M) jatkettu mielivaltaisesti monistoon M˜ . Nyt moniston M pisteissä pätee
∇>X(fY ) = pi>(∇˜X(fY ))
= (Xf)pi>Y + fpi>(∇˜XY )
= (Xf)Y + f∇>XY.
30
Kuvaus ∇> on siis konnektio monistollaM . Vielä tarvitsee todistaa, että se on symmetri-
nen ja yhteensopiva metriikan g kanssa, jolloin Riemannin konnektion yksikäsitteisyydes-
tä seuraa, että monistollaM pätee∇> = ∇. Kuvauksen∇>X symmetrisyys seuraa helposti
konnektion ∇˜ symmetrisyydestä ja tiedosta, että [X, Y ] on moniston M tangentti:
∇>XY −∇>YX = (∇˜XY − ∇˜YX)>
= [X, Y ]> = [X, Y ].
Todistetaan seuraavaksi yhteensopivuus metriikan g kanssa. Olkoon X, Y, Z ∈ M mieli-
valtaisesti monistoon M˜ jatkettuja. Käyttämällä konnektion ∇˜ yhteensopivuutta metrii-
kan g˜ kanssa ja tarkastelemalla arvoja moniston M pisteissä saamme
X〈Y, Z〉 = 〈∇˜XY, Z〉+ 〈Y, ∇˜XZ〉
= 〈(∇˜XY )>, Z〉+ 〈Y, (∇˜XZ)>〉
= 〈∇>XY, Z〉+ 〈Y,∇>XZ〉.
Täten ∇> on yhteensopiva metriikan g kanssa, joten ∇> = ∇. 
Toinen perusmuoto määriteltiin käyttäen kovariantteja derivaattoja vektorikentistä, jotka
ovat moniston M tangenttien suuntaisia, mutta sitä voidaan käyttää myös normaalivek-
torikenttien kovarianttien derivaattojen laskemiseen.
Lemma 2.39. (Weingartenin yhtälö)
Olkoot X, Y ∈ T (M) ja N ∈ N (M). Jos X, Y,N jatketaan mielivaltaisesti monistoon M˜ ,
pätee seuraava yhtälö kaikissa alimoniston M pisteissä:
〈∇˜XN, Y 〉 = −〈N, II(X, Y )〉.
Todistus. Tunnetusti 〈N, Y 〉 häviää identtisesti pitkin monistoa M ja X on tangentti
monistolle M , joten seuraava pätee pitkin monistoa M :
0 = X〈N, Y 〉
= 〈∇˜XN, Y 〉+ 〈N, ∇˜XY 〉
= 〈∇˜XN, Y 〉+ 〈N,∇XY + II(X, Y )〉
= 〈∇˜XN, Y 〉+ 〈N, II(X, Y )〉.

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Sen lisäksi, että toinen perusmuoto kuvaa sisäisen ja ulkoisen konnektion eroja, se myös
kuvailee monistojen M˜ ja M kaarevuustensorien eroa. Seuraava, taas Gaussin mukaan
nimetty, tulos antaa tarkan kaavan tälle kaarevuustensorien erolle.
Lause 2.40. (Gaussin yhtälö)
Kaikille X, Y, Z,W ∈ TpM pätee seuraava yhtälö:
R˜m(X, Y, Z,W ) = Rm(X, Y, Z,W )
− 〈II(X,W ), II(Y, Z)〉+ 〈II(X,Z), II(Y,W )〉.
Todistus. OlkootX, Y, Z,W jatkettu mielivaltaisesti vektorikenttiksi monistollaM ja edel-
leen vektorikenttiksi monistolla M˜ siten, että ne ovat moniston M tangentteja kaikissa
pisteissä p ∈M . Pitkin monistoa M antaa Gaussin kaava meille
R˜m(X, Y, Z,W ) =
〈
∇˜X∇˜YZ − ∇˜Y ∇˜XZ − ∇˜[X,Y ]Z,W
〉
=
〈
∇˜X(∇YZ + II(Y, Z))− ∇˜Y (∇XZ + II(X,Z))
− (∇[X,Y ]Z + II([X, Y ], Z)),W
〉
.
Koska II saa arvonsa normaalikimpusta jaW on tangentti monistolleM , täytyy viimeisen
II-termin olla nolla. Hyödynnetään Weingartenin yhtälöä kahteen jäljelläolevaan termiin
jotka sisältävät II:n, tulkiten termin II(Y, Z) tai II(X,Z) ottamaan vektorikentän N
roolin. Tällöin saamme
R˜m(X, Y, Z,W ) = 〈∇˜X∇YZ,W 〉 − 〈II(Y, Z), II(X,W )〉
− 〈∇˜Y∇XZ,W 〉 − 〈II(X,Z), II(Y,W )〉
− 〈∇[X,Y ]Z,W 〉.
Hajottamalla jokaisen konnektiota ∇˜ sisältävän termin tangentiaalisiin ja normaaleihin
komponentteihinsa, huomataan, että vain tangentiaaliset komponentit selviävät. Normaa-
likomponenttien joukossa ei ole eloonjääneitä. Käyttämällä Gaussin kaavaa pystymme
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kirjoittamaan jokaisen uudestaan konnektion ∇ avulla:
R˜m(X, Y, Z,W ) = 〈∇X∇YZ,W 〉 − 〈∇Y∇XZ,W 〉 − 〈∇[X,Y ]Z,W 〉
− 〈II(Y, Z), II(X,W )〉+ 〈II(X,Z), II(Y,W )〉
= 〈R(X, Y )Z,W 〉
− 〈II(X,W ), II(Y, Z)〉+ 〈II(X,Z), II(Y,W )〉.
Tämä todistaa lauseen. 
Skalaarinen toinen perusmuoto ja muoto-operaattori
Rajoitumme tässä osiossa tarkastelemaan tilanteita, joissa monisto M on kodimensiota 1
oleva alimonisto monistossa Rn+1. Voimme korvata vektoriarvoisen toisen perusmuodon
II jonkin verran yksinkertaisemmalla skalaariarvoisella muodolla, kunhan on annettuna
jokin normaalivektorikenttä N . Skalaariarvoinen toinen perusmuoto h on symmetrinen
2-tensori monistolla M , joka määritellään kaavalla
h(X, Y ) = 〈II(X, Y ), N〉.
Koska N on yksikkövektori joka virittää avaruuden NM jokaisessa pisteessä, tämä on
ekvivalenttia yhtälön
II(X, Y ) = h(X, Y )N
kanssa. Kuvauksen h etumerkki riippuu valitusta normaalivektorista, mutta muutoin h
on riippumaton koordinaatiston valinnasta. Muoto-operaattori s ∈ T 11 (M) määritellään
yhtälöllä
〈X, sY 〉 = h(X, Y ) kaikilla X, Y ∈ T (M).
Koska h on symmetrinen, pätee tensorikentälle s, että
〈sX, Y 〉 = 〈X, sY 〉 kaikilla X, Y ∈ T (M).
Tensorikenttien h ja s avulla euklidisia hyperpintoja koskevat aiempien lauseiden, kuten
Gaussin kaavan, erikoistapaukset pystyttäisiin ilmaisemaan tiiviimmässä muodossa, mut-
ta ne ohitetaan tässä yhteydessä koska tarvitsemme yleisiä Riemannin monistoja koskevia
tuloksia.
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Kaarevuuksia
Jokaisessa pisteessä p ∈ M muoto-operaattori s on itseadjungoitu lineaarinen kuvaus
tangenttiavaruudessa TpM . Lineaarialgebrasta tiedetään, että tällaisella operaattorilla
on reaaliset ominaisarvot κ1, ..., κn ja tangenttiavaruudelle TpM on ortonormaali kanta
(E1, ..., En) joka koostuu s-ominaisvektoreista siten, että sEi = κiEi. Tässä kannassa
sekä h että s ovat diagonaalisia ja h voidaan ilmaista yhtälönä
h(X, Y ) = κ1X1Y 1 + · · ·+ κnXnY n.
Näitä operaattorin s ominaisarvoja kutsutaan moniston M pääkaarevuuksiksi pistees-
sä p ja niitä vastaavia ominaisavaruuksia kutsutaan pääsuunniksi. Ne ovat riippumatto-
mia kannan valinnasta, mutta pääkaarevuudet vaihtavat merkkiään jos normaalivektori
vaihdetaan. Pääkaarevuudet antavat tiiviin ja kätevän kuvauksen upotetun moniston M
lokaalista muodosta.
Määritelmä 2.41. Euklidisen hyperpinnan (moniston Rn+1 n-ulotteisen upotetun ali-
moniston) M Gaussin kaarevuus määritellään sen pääkaarevuuksien tulona
K = κ1κ2 · · ·κn.
Tässä euklidisten hyperpintojen erikoistapauksessa Gaussin kaarevuus on helpoiten lasket-
tavissa, mutta muissa tilanteissa, joissa monisto M ei välttämättä ole upotettu johonkin
avaruuteen Rn tarvitaan muu määritelmä. Päästäksemme tähän määritelmään käsiksi,
käsitellään ensin jälleen yksi Gaussin mukaan nimetty tulos. Gauss huomasi ja onnis-
tui todistamaan, että avaruuden R3 pinnan Gaussin kaarevuus on sisäinen invariantti
Riemannin monistolla (M, g).
Lause 2.42. (Gaussin Theorema Egregium)
Olkoon M ⊂ R3 2-ulotteinen alimonisto ja g indusoitu metriikka M:llä. Jokaista pistettä
p ∈M ja jokaista tangenttiavaruuden TpM kantaa (X, Y ) kohti on moniston M Gaussin
kaarevuus pisteessä p määritelty kaavalla
(2.43) K = Rm(X, Y, Y,X)|X|2|Y |2 − 〈X, Y 〉2 .
Tällöin Gaussin kaarevuus on isometrinen invariantti monistolla (M, g).
Todistus. Tarkastellaan ensin erikoistapaus, jossa (X, Y ) = (E1, E2) on tangenttiavaruu-
den TpM ortonormaali kanta. Tällöin nimittäjä yhtälössä (2.43) on 1. Jos kirjoitamme
hij = h(Ei, Ej), niin tässä kannassa K = det s = det(hij), ja Gaussin yhtälö antaa meille
Rm(E1, E2, E2, E1) = h11h22 − h12h21 = det(hij) = K.
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Tämä on ekvivalenttia yhtälön (2.43) kanssa.
Olkoon nyt X, Y mikä tahansa kanta tangenttiavaruudelle TpM . Gram-Schmidtin al-
goritmi antaa ortonormaalin kannan seuraavasti:
E1 =
X
|X| ;
E2 =
Y − 〈Y, X|X|〉 X|X|∣∣∣Y − 〈Y, X|X|〉 X|X| ∣∣∣ =
Y − 〈Y,X〉|X|2 X∣∣∣Y − 〈Y,X〉|X|2 X∣∣∣
Sitten käyttämällä edellistä laskua on Gaussin kaarevuus pisteessä p
K = Rm(E1, E2, E2, E1)
=
Rm
(
X, Y − 〈Y,X〉|X|2 X, Y − 〈Y,X〉|X|2 X,X
)
|X|2
∣∣∣Y − 〈Y,X〉|X|2 X∣∣∣2
= Rm(X, Y, Y,X)|X|2
(
|Y |2 − 2 〈Y,X〉2|X|2 + 〈Y,X〉
2
|X|2
)
= Rm(X, Y, Y,X)|X|2|Y |2 − 〈X, Y 〉2 .
Edellisessä käytettiin tietoa, että Rm(X,X, ·, ·) = Rm(·, ·, X,X) = 0 kaarevuustensorin
symmetriaominaisuuksien nojalla. Lause on näin todistettu. 
Yleisellä Riemannin 2-monistolla, joka ei välttämättä ole avaruuden R3 alimonisto,
määrittelemme Gaussin kaarevuuden K kaavalla (2.43) minkä tahansa lokaalin kehyk-
sen (X, Y ) suhteen. Siinä tapauksessa, että M onkin avaruuden R3 alimonisto, näyttää
Theorema Egregium että tämä määritelmä on yhtäpitävä ekstrinsisen pääkaarevuuksia
käyttävän Gaussin kaarevuuden K määritelmän kanssa.
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Luku 3
Gaussin-Bonnet’n lause
Tässä tämän pro gradu -tutkielman viimeisessä luvussa pääsemme vihdoin käsittelemään
itse aihetta, Gaussin-Bonnet’n lausetta. Kaikki valmistelutyö on siis jo tehty yleisen dif-
ferentiaaligeometrian ja Riemannin geometrian osalta, ja voimme tarttua päätuloksen
kannalta keskeisiin yksityiskohtiin. Vaikka Gaussin-Bonnet’n lause toimiikin vain kahdes-
sa ulottuvuudessa, se on erittäin merkittävä lokaali-globaali lause. Se yhdistää moniston
lokaalin geometrian Gaussin kaarevuuden K avulla moniston globaaliin topologiaan Eu-
lerin karakteristikan χ avulla.
3.1 Tasogeometriaa
Alkuun täytyy käsitellä muutamia vieraampia tasogeometrian määritelmiä ja tuloksia,
joiden avulla pohjustetaan myöhempiä tuloksia. Koko tämän osion ajan kuvaus γ on
seuraavan määritelmän mukainen.
Määritelmä 3.1. Olkoon γ : [a, b] → R2 tason yksikkönopeuksinen ja paloittain sileä
käyrä, jonka derivaatta ei häviä. Käyrää γ sanotaan yksinkertaiseksi, jos se on injektiivinen
joukossa [a, b), ja suljetuksi jos γ(a) = γ(b).
Tällaisille käyrille on tarpeen määritellä muutamia käsitteitä liittyen niiden määräämiin
kulmiin.
Määritelmä 3.2. (Tangenttikulma) Olkoon γ sileä edellisen määritelmän mukainen käy-
rä. Käyrän γ tangenttikulma θ(t) on yksikäsitteinen jatkuva kuvaus θ : [a, b] → R ,jolla
γ˙(t) = (cos θ(t), sin θ(t)) kaikilla t ∈ [a, b] ja jolla θ(a) ∈ (−pi, pi].
Määritelmä 3.3. (Kiertokulma) Yksikkönopeuksiselle säännölliselle suljetulle käyrälle
γ, jolle pätee γ˙(a) = γ˙(b), määritellään kiertokulma Rot(γ) := θ(b) − θ(a), missä θ on
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edellä määritelty tangenttikulmafunktio. Kiertokulma Rot(γ) on luvun 2pi kokonaislu-
kumonikerta, sillä luvut θ(a) ja θ(b) molemmat kuvaavat kulmaa x-akselilta pisteeseen
γ˙(a).
Monessa tilanteessa olisi hyödyllistä yleistää kiertokulman määritelmä myös paloittain
sileille suljetuille käyrille. Tämä vaatii hieman edellä tehdyn muokkaamista, sillä edellä
käyrältä vaadittiin sileys kaikkialla, nyt sallitaan yksittäisiä epäsileitä kulmia, joiden koh-
dalla kiertokulma ei käyttäydy siististi eikä siten ole ilmiselvästi hyvinmääritelty. Näitä
tilanteita varten määritellään käyrän γ vasemmanpuoleiset ja oikeanpuoleiset tangentti-
vektorit.
Määritelmä 3.4. Olkoon γ aiemmin määriteltyjen ominaisuuksien lisäksi paloittain sileä
ja suljettu käyrä. Käyrän vasemman- ja oikeanpuoleiset tangenttivektorit pisteessä t = ai
ovat γ˙(a−i ) ja γ˙(a+i ), missä yläindeksi kertoo kummasta suunnasta epäjatkuvuuskohtaa
lähestytään.
Määritelmä 3.5. Käyrän ulkokulma pisteessä ai on suunnistettu kulma εi pisteestä γ˙(a−i )
pisteeseen γ˙(a+i ), εi ∈ [−pi, pi]. Kulma on positiivimerkkinen, jos (γ˙(a−i ), γ˙(a+i )) on avaruu-
den R2 suunnistettu kanta, ja muissa tapauksissa negatiivimerkkinen. Jos γ on suljettu,
määritellään ulkokulma pisteessä γ(a) = γ(b) olemaan kulma pisteestä γ˙(b) pisteeseen
γ˙(a) rajoitettuna välille [−pi, pi].
Gaussin-Bonnet’n kaavan ja lauseen muotoilussa ja todistamisessa tarvitaan hyvin tietyn-
tyyppisiä käyriä, pyöristettyjä monikulmioita, joiden avulla pystytään myös peittämään
koko monisto pyöristetyillä kolmioilla. Tätä kutsutaan moniston kolmioinniksi.
Määritelmä 3.6. Pyöristetty monikulmio on yksinkertainen ja yksikkönopeuksinen mää-
ritelmän (3.1) mukainen käyrä, jonka ulkokulmista mikään ei ole yhtäsuuri kuin ±pi, ja
joka on jonkin rajoitetun avoimen joukon Ω ⊂ R2 reuna.
Olkoon a = a0 < ... < ak = b välin [a, b] sellainen jako, että γ on sileä väleillä [ai−1, ai]. Täl-
löin pisteitä γ(ai) kutsutaan monikulmion γ kärkipisteiksi ja käyräsegmenttejä γ|[ai−1,ai]
kutsutaan sen sivuiksi. Jos γ on parametrisoitu siten, että kiertosuunta t:n kasvaessa on
vastapäivään, kutsutaan monikulmiota γ positiivisesti suunnistetuksi.
Määritelmä 3.7. Olkoon γ pyöristetty monikulmio. Sen tangenttikulma määritellään
olemaan funktio θ : [a, b] → R. Määritellään funktion arvot alkaen θ(a) ∈ (−pi, pi]. Funk-
tion θ(t) arvo kullakin t ∈ [a, a1) on kulma x-akselilta pisteeseen γ˙(t). Ensimmäisessä
kärkipisteessä γ(a1) määritellään tangenttikulman suuruudeksi
θ(a1) = lim
t↗a1
θ(t) + ε1,
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missä ε1 on ulkokulma pisteessä γ(a1). Tämän jälkeen määritellään θ jatkuvasti välil-
lä [a1, a2) samoin kuten ensimmäisellä välillä ja jatketaan induktiivisesti. Näin jatkaen
saadaan viimeiseksi tangenttikulmaksi
θ(b) = lim
t↗b
θ(t) + εk,
missä εk on ulkokulma pisteessä γ(b). Pyöristetyn monikulmion γ kiertokulma on Rot(γ) :=
θ(b) − θ(a). Rot(γ) on luonnollisesti luvun 2pi monikerta, koska määritelmällisesti luvut
θ(a) ja θ(b) molemmat kuvaavat kulmaa x-akselilta pisteeseen γ˙(a) ja käyrän ympäri
kokonaan kierrettäessä kulma suorittaa täysiä kierroksia.
Lause 3.8. (”Kiertokulmalause, saks. Umlaufsatz”)
Olkoon γ positiivisesti suunnistettu pyöristetty monikulmio tasossa. Tällöin sen kiertokul-
ma on suuruudeltaan 2pi.
Todistus. Kirjassa [Lee1] lause 9.1.
3.2 Gaussin-Bonnet’n kaava
Edellisessä osiossa tarkastelimme käyriä ja pyöristettyjä monikulmioita tutussa tasossa
R2. Tässä osiossa siirrymme tarkastelemaan hieman yleisempää tapausta, suunnistettua
Riemannin 2-monistoa (M, g). Se on jo hyvin lähellä monistoa, jossa Gaussin-Bonnet’n
lause määritellään.
Määritelmä 3.9. Olkoon M 2-ulotteinen suunnistettu Riemannin monisto. Yksikköno-
peuksista käyrää γ : [a, b]→M , joka on avoimen kompaktisulkeumaisen joukon Ω reuna,
kutsutaan pyöristetyksi monikulmioksi monistolla. Lisäksi vaaditaan, että on olemassa
kartta, joka sisältää sekä käyrän γ että joukon Ω, ja jonka koordinaattikuvauksessa käy-
rän γ kuva on pyöristetty monikulmio tasossa R2.
Koordinaattikuvausten avulla voidaan siirtää käyrä γ, joukko Ω ja metriikka g tasoon,
ja ajatella metriikan g olevan metriikka määriteltynä jossain avaruuden R2 avoimessa
osajoukossa U ja että γ on pyöristetty monikulmio joukossa U . Tästä syystä tason ta-
pauksessa määritellyt oliot ja ominaisuudet sekä tulokset toimivat lähes suoraan myös
2-monistolla. Koordinaattikuvaukset antavat mahdollisuuden käyttää tason R2 käyriin
liittyviä intuitioitamme lokaalisti myös monistossa M . Esimerkiksi käyriin liittyvät kul-
mat määritellään analogisesti tason tapausten kanssa, mutta otettuna metriikan g mää-
rittämän sisätulon ja moniston M suunnistuksen mukaan. Tällöin esimerkiksi ulkokulma
toteuttaa yhtälön cos εi = 〈γ˙(a+i ), γ˙(a−i )〉.
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Lemma 3.10. Jos γ on positiivisesti suunnistettu pyöristetty monikulmio monistossa M ,
niin γ:n kiertokulma on 2pi.
Todistus. Käyttämällä koordinaattikarttaa tulkitaksemme käyrän γ pyöristetyksi moni-
kulmioksi tasossa R2, voimme laskea sen tangenttikulmafunktion joko metriikan g suhteen
tai euklidisen metriikan g suhteen. Kummassakin tapauksessa Rot(γ) on luvun 2pi jokin
monikerta, sillä luvut θ(a) ja θ(b) molemmat kuvaavat samaa kulmaa. Määritellään jokai-
sella luvulla s, 0 ≤ s ≤ 1 kuvaus gs = sg + (1− s)g. Selvästi myös kiertokulma Rotgs(γ)
metriikan gs suhteen on luvun 2pi monikerta, koska sekin kuvaa samaa kulmaa. Funktion
f(s) = (1/2pi)Rotgs(γ) arvojen on siis myös oltava kokonaislukuja ja koska se on koostet-
tu jatkuvista funktioista, täytyy sen olla vakio. 
Määritellään käyrän γ sileillä osioilla yksikäsitteinen yksikkönormaalivektorikenttä siten,
että (γ˙(t), N(t)) on suunnistettu ortonormaali kanta avaruudelle Tγ(t)M kullakin t. Jos γ
on positiivisesti suunnistettu käyrä ja avoimen joukon Ω reuna, niin tällöin N on sisään-
päin osoittava normaali joukon reunalla ∂Ω. Määritellään niissä pisteissä t, joissa γ on
sileä, merkkikaarevuus κN(t) kaavalla
κN(t) = 〈Dtγ˙(t), N(t)〉.
Derivoimalla |γ˙(t)|2 ≡ 1, nähdään, että Dtγ˙(t) on ortogonaalinen γ˙(t):n suhteen, ja siten
voimme kirjoittaa Dtγ˙(t) = κN(t)N(t) ja käyrän γ merkitön kaarevuus on κ(t) = |κN(t)|.
Kaarevuuden κN(t) merkki on positiivinen, jos γ kaareutuu kohti joukkoa Ω ja negatiivi-
nen jos se kaareutuu poispäin.
Lause 3.11. (Gaussin-Bonnet’n kaava)
Olkoon γ pyöristetty monikulmio suunnistuvalla 2-ulotteisella Riemannin monistolla (M, g).
Olkoon γ lisäksi positiivisesti suunnistettu käyrä ja reuna avoimelle joukolle Ω, jonka sul-
keuma on kompakti. Tällöin
(3.12)
∫
Ω
K dA+
∫
γ
κN ds+
∑
i
εi = 2pi
missä K on metriikan g Gaussin kaarevuus ja dA on sen Riemannin tilavuuselementti.
Todistus. Olkoon a = a0 < . . . < ak = b välin [a, b] jako segmentteihin, joissa γ on sileä.
Nyt käyttämällä Lemmaa 3.10 ja analyysin peruslausetta voimme kirjoittaa
(3.13) 2pi =
k∑
i=1
εi +
k∑
i=1
∫ ai
ai−1
θ˙(t)dt.
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Aloitetaan todistus konstruoimalla hyvin erityinen ortonormaali kehys. Olkoot (x, y) suun-
nistetut koordinaatit avoimella joukolla U , joka sisältää monikulmion γ ja avoimen joukon
Ω. Gramin-Schmidtin algoritmi sovellettuna kehykseen (∂/∂x, ∂/∂y) tuottaa ortonormaa-
lin kehyksen (E1, E2), jossa E1 on termin ∂/∂x positiivinen monikerta. Tällöin, koska θ(t)
kuvaa metriikan g mielessä kulmaa E1:n ja γ˙(t):n välillä, on helppoa nähdä, että seuraava
pätee niissä pisteissä, joissa γ on sileä:
γ˙(t) = cos θ(t)E1 + sin θ(t)E2;
N(t) = − sin θ(t)E1 + cos θ(t)E2.
Derivoidaan γ˙ ja lyhennetään merkintöjä jättämällä muuttuja t pois:
Dtγ˙ = −θ˙(sin θ)E1 + (cos θ)∇γ˙E1 + θ˙(cos θ)E2 + (sin θ)∇γ˙E2
= θ˙N + (cos θ)∇γ˙E1 + (sin θ)∇γ˙E2.(3.14)
Seuraavaksi tutkitaan kehyksen jäsenten E1 ja E2 kovariantit derivaatat. Koska (E1, E2)
on ortonormaali kanta, saadaan kaikilla vektoreilla X
0 = X|E1|2 = 2〈∇XE1, E1〉
0 = X|E2|2 = 2〈∇XE2, E2〉
0 = X〈E1, E2〉 = 〈∇XE1, E2〉+ 〈E1,∇XE2〉.
Ensimmäiset kaksi yhtälöä osoittavat, että ∇XE1 on E2:n monikerta ja että ∇XE2 on
E1:n monikerta. Määritellään merkintöjä helpottamaan 1-muoto ω yhtälöllä
ω(X) := 〈E1,∇XE2〉 = −〈∇XE1, E2〉.
Tästä seuraa, että kannan jäsenten kovariantit derivaatat voidaan ilmaista
∇XE1 = −ω(X)E2;
∇XE2 = ω(X)E1.(3.15)
Täten edellä määritelty 1-muoto ω määrää täydellisesti konnektion joukossa U . Nyt käyt-
tämällä yhtälöitä (3.14) ja (3.15), voimme laskea
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κN = 〈Dtγ˙, N〉
= 〈θ˙N,N〉+ cos θ〈∇γ˙E1, N〉+ sin θ〈∇γ˙E2, N〉
= θ˙ − cos θ〈ω(γ˙)E2, N〉+ sin θ〈ω(γ˙)E1, N〉
= θ˙ − cos2 θω(γ˙)− sin2 θω(γ˙)
= θ˙ − ω(γ˙).
Siispä yhtälö (3.12) saa muodon
2pi =
k∑
i=1
εi +
k∑
i=1
∫ ai
ai−1
κN(t)dt+
k∑
i=1
∫ ai
ai−1
ω(γ˙(t))dt
=
k∑
i=1
εi +
∫
γ
κNds+
∫
γ
ω.
Vielä tarvitsee osoittaa, että
(3.16)
∫
γ
ω =
∫
Ω
K dA.
Jos γ olisi sileä suljettu käyrä, Stokesin lauseen nojalla yhtälön (3.16) vasen puoli olisi
yhtäsuuri kuin
∫
Ω dω. Tämän tuloksen saa kuitenkin myös ilman tätä oletusta. Käyrää
γ voidaan approksimoida tasaisesti jonolla sileitä käyriä γj, joiden pituudet lähestyvät
käyrän γ pituutta, ja jotka ovat alueiden Ωj reunoja. Lisäksi vaaditaan, että joukkojen Ω
ja Ωj väliin jäävä alue lähestyy nollaa. Soveltamalla Stokesin lausetta kuhunkin joukkoon
Ωj ja ottamalla raja-arvo j →∞, voidaan päätellä, että
2pi =
k∑
i=1
εi +
∫
γ
κNds+
∫
Ω
dω.
Vielä tarvitsee osoittaa, että dω = K dA. Koska (E1, E2) on ortonormaali kehys, seuraa
Riemannin tilavuuselementin määritelmästä, että dA(E1, E2) = 1. Käyttämällä yhtälöä
(3.15) voidaan laskea
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K dA(E1, E2) = K = Rm(E1, E2, E2, E1)
= 〈∇E1∇E2E2 −∇E2∇E1E2 −∇[E1,E2]E2, E1〉
= 〈∇E1(ω(E2)E1)−∇E2(ω(E1)E1)− ω[E1, E2]E1, E1〉
= 〈E1(ω(E2))E1 + ω(E2)∇E1E1 − E2(ω(E1))E1
− ω(E1)∇E2E1 − ω[E1, E2]E1, E1〉
= E1(ω(E2))− E2(ω(E1))− ω[E1, E2]
= dω(E1, E2).
Täten lause on todistettu. 
3.3 Gaussin-Bonnet’n lause
Siinä missä Gaussin-Bonnet’n kaava on lokaali tulos, on tavoitteena oleva Gaussin-Bonnet’n
lause globaali koko monistoa koskeva tulos. Kaiken aiemmin rakennetun pohjalta on nyt
mahdollista muokata Gaussin-Bonnet’n kaavasta yleistämällä Gaussin-Bonnet’n lause.
Siirtymän näiden lokaalin ja globaalin tuloksen välillä antavat moniston kolmioinnit, joten
tämän osion aluksi esitellään tämä algebrallisesta topologiasta lainattu käsite. Syvemmät
topologiset perustelut ja topologisten tulosten todistukset sivuutetaan tässä tilan säästä-
miseksi. Todistukset on sivuutettu myös kirjassa [Lee1], jossa viitataan niiden löytyvän
Allan J. Sieradskin kirjasta An introduction to Topology and Homotopy vuodelta 1992.
Määritelmä 3.17. Olkoon M sileä ja kompakti 2-monisto. Sen sileäksi kolmioinniksi
nimitetään äärellistä kokoelmaa pyöristettyjä kolmioita, eli kolmisivuisia aiemman mää-
ritelmän mukaisia pyöristettyjä monikulmioita. Lisäksi oletetaan myös, että kolmioiden
rajaamien suljettujen alueiden Ωi unioni
⋃
i Ωi = M . Lopuksi vaaditaan vielä, että kah-
den kolmion leikkaus on tyhjä, kolmioiden yhteinen kärkipiste tai yhteinen sivu. Kolmiot
asettuvat siis tasaisesti vierekkäin eivätkä leikkaa toisiaan ”epäsiististi”.
On mahdollista todistaa, että jokaiselle sileälle ja kompaktille pinnalle voidaan määrittää
sileä kolmiointi. Vielä vahvemmin jokaiselle kompaktille topologiselle 2-monistolle voidaan
määrittää kolmiointi, ilman mitään sileysoletuksia. Tämän on todistanut Tibor Radó
vuonna 1925 artikkelissa Über den Begriff der Riemannschen Fläche.
Määritelmä 3.18. Jos M on kolmioituva 2-monisto, sen Eulerin karakteristika annetun
kolmioinnin suhteen määritellään yhtälöllä
χ(M) := Nv −Ne +Nf ,
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missä Nv on kolmioinnin kärkipisteiden (vertex) lukumäärä, Ne kärkipisteitä yhdistävien
viivojen (edge) lukumäärä ja Nf kolmion sivujen (face) lukumäärä. Eulerin karakteristika
on topologinen invariantti, mutta sen todistaminen vaatisi algebrallista topologiaa, joten
se sivuutetaan.
Lause 3.19. (Gaussin-Bonnet’n lause)
Olkoon M kolmioituva, suunnistettu ja kompakti Riemannin 2-monisto, jonka Gaussin
kaarevuus on K ja Eulerin karakteristika on χ(M). Tällöin
(3.20)
∫
M
K dA = 2piχ(M)
Todistus. Olkoon {Ωi : i = 1, . . . , Nf} kolmioinnin sivujen joukko ja olkoon jokaista
i kohti joukko {γij : j = 1, 2, 3} kolmion Ωi sivut ja {θij : j = 1, 2, 3} sen sisäkulmat.
Koska jokainen ulkokulma on pi vähennettynä vastaavan sisäkulman suuruudella, saadaan
Gaussin-Bonnet’n kaavaa kuhunkin kolmioon soveltamalla ja summaamalla yli indeksin i
(3.21)
Nf∑
i=1
∫
Ω
K dA+
Nf∑
i=1
3∑
j=1
∫
γij
κNds+
Nf∑
i=1
3∑
j=1
(pi − θij) =
Nf∑
i=1
2pi.
Koska jokainen integraali yli reunaviivan esiintyy täsmälleen kaksi kertaa edeltävässä sum-
massa ja vastakkaisilla suunnistuksilla, kumoutuvat kaikki termin κN integraalit. Tällöin
edellisestä yhtälöstä (3.21) jää jäljelle
(3.22)
∫
M
K dA+ 3piNf −
Nf∑
i=1
3∑
j=1
θij = 2piNf .
Jokainen sisäkulma θij esiintyy täsmälleen kerran, joten jokaisessa kärkipisteessä siihen
liittyvien kulmien summan on oltava 2pi. Tällöin kulmasumma voidaan järjestellä anta-
maan täsmälleen 2piNv. Yhtälö (3.22) voidaan kirjoittaa
(3.23)
∫
M
K dA = 2piNv − piNf .
Jokainen reunaviiva esiintyy täsmälleen kahdessa kolmiossa, ja jokaisella kolmiolla on täs-
mälleen kolme sivua. Tällöin kokonaislukumäärä reunaviivoja, jotka on laskettu moneen
kertaan on 2Ne = 3Nf , missä jokainen reunaviiva lasketaan kerran kohti jokaista kolmio-
ta, jossa se esiintyy. Tämä tarkoittaa, että Nf = 2Ne − 2Nf , joten yhtälö (3.23) saadaan
lopulta muotoon ∫
M
K dA = 2piNv − 2piNe + 2piNf = 2piχ(M).

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